VZOROVE RIESENIA
Astronomickej olympiady 2026

Kolo: celoslovenské kolo Kategoria: stredna skola

Teoretické dlohy

T1. Vesmirna Odysea (20b) . . . . . .
T2. Kratky zivot c¢astice (20b). . . . .
T3. Kratkozraky pozorovatel (40b) . .
T4. 1SS (50b). . o o oo
T5. Farebnd (60b) . . . .. ... ...
T6. Milkdroméda III (60b)
T7. Limitnd mag. fotoaparatu (75b)

T8. Pohyb hviezdy (80b). . . . . . ..
T9. MIThenge (90b) . . . . . . . . ..
T10. Kozmologicka supernova (90b). .
T11. Svetelny vykon hviezdy (180b). .
T12. Oslava prist. na Marse II (235b).

Datova analyza

D1. Slneéna IT (170b) . . . . . . . .. 56
D2. Netrpezlivy astrofyzik (330b) . . . 65
Prakticka cast
P1. Mlietna cesta (125b). . . . . . .. 7
P2. Dobrodruh (125b) . . . . . . . .. 84
P3. Meteory (45b) . . . . . . ... .. 96
P4. Pozndvacka (105b). . . . . . . .. 97
P5. Zorné pole dalekohladu (75b) . . . 102
P6. Nastavenie montaze (25b). . . . . 103
Zoznam konstant. . . . . . . . . .. 104

Dokopy bolo mozné ziskat 2000b
Zverejnené 08. 06. 2026

Tento dokument je mozné volne distribuovat

nekomercénym sposobom pre vzdelavacie tcely s uvedenim zdroja.

Slovenska Ustredna hvezdaren
v Hurbanove

Sutaz vyhlasuje Slovenska ustredna hvezdaren Hurbanovo v spolupraci so SAS pri SAV,

s hvezdarnami a planetariami, astronomickymi kabinetmi, osvetovymi strediskami,

centrami volného ¢asu a regionalnymi kultirnymi centrami.



Teoretické ulohy

T1| Vesmirna Odysea (20 b, autor: Samuel Amrich, spracoval: S. Buransky)

Castym motivom v sci-fi literattre a filmoch je medzihviezdne cestovanie s potrebou umelej
gravitacie v kozmickej lodi. Jednoduchym sposobom, ako vytvorit umelua gravitaciu, je rotu-
juci valec. S vesmirnou lodou takéhoto tvaru sme sa mohli stretnit v knihach, resp. filmoch
Vesmirna odysea, Marfan, Stretnutie s Ramom alebo Pasazieri.

Zrychlenie je vytvarané rotaciou valca okolo jeho osi.
Problémom nie je dosiahnuf samotné zrychlenie, ale ne-
prijemnosti by mohli vzniknut pri velkom rozdiele zrych-
leni posobiacich na hlavu a na nohy c¢loveka. Vypocitajte,
aky polomer R musi maf valec, aby pre vsetkych astro-
nautov bolo zrychlenie posobiace na nohy maximalne
op = 5% vacsie ako zrychlenie posobiace na hlavu.
Vyska astronautov h sa pohybuje v rozmedzi 1,5m az
2m a podlaha lode sa nachadza priamo na vnitornom

plasti valca. Obr. T1.1: Schéma lode.

Zrychlenie vyvolané rotaciou je dané vztahom

vy
a, =

-, T1.1
. (TL1)
kde a, je zrychlenie vo vzdialenosti r od osi rotacie, v, je rychlost otacania valca v tejto
vzdialenosti a r je dana vzdialenost od osi rotacie. Kedze valec, s ktorym pocitame, rotuje
ako tuhé teleso, bude praktickejsie pouzit uhlovi rychlost w = v,/r. Vyjadrime si rychlost
pomocou uhlovej rychlosti ako v, = wr a dosadime do rovnice pre zrychlenie

a, = wr. (T1.2)

Pasazieri na takejto kozmickej lodi ziji vo vnutornej cCasti valca, ¢o znamena, Ze na nohy
pdsobi vicsie zrychlenie nez na hlavu (vid. obrazok T1.2). Zrychlenie pdsobiace na nohy
mozeme zapisat ako

ax = W'R, (T1.3)

kde R je polomer valca, teda vzdialenost podlahy (néh) od osi otdcania. Hlava je blizsie k osi
otacania o vysku cloveka h, teda zrychlenie posobiace na hlavu mézeme zapisat ako

ayg = w*(R—h). (T1.4)
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Obr. T1.2: Schéma ¢loveka stojaceho vo vesmirnej lodi a zrychleni, ktoré na posobia na
jeho hlavu (ap) a na jeho nohy (an).

Percentuélny rozdiel podla zadania mozeme zapisat nerovnicou

w?R — w*(R—h)

R <p, (T1.5)

2

pokratime w” a v citateli sa odcita R

h
— < T1.

vynasobime menovatelom a pravi stranu roznasobime
h < pR —ph, (T1.7)

na pravej strane osamostatnime polomer R a dostaneme

R>—+h. (T1.8)

p

Z odvodenej nerovnice vidime, Ze pre vacsie h (vyssich ludi) je nutny vacsi polomer lode.
Preto dosadime h = 2m a p = 0,05, ¢im dostaneme podmienku pre polomer

e 119)
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T2 Krétky zivot Castice (20 b, autor: Samuel Buransky)

Interakciou s kozmickym ziarenim vznikaji v hornych vrstvach atmosféry okrem inych cas-
tic aj miény s velmi krdatkou dobou zZivota (v zlomkoch sekundy). Pri uvazovani klasickej
mechaniky by tieto castice nikdy nemali Sancu dostat sa k povrchu Zeme. Vypocitajte, ako
rychlo by musel mién letiet, aby z vysky h = 100km trafil Zem skor nez zanikne, pricom
jeho pokojova doba zivota je 19 ~ 2,197 us. Neuvazujte zrazky s inymi casticami a vysledok
vyjadrite v percentach rychlosti svetla.

Ak sa castica pohybuje dostatoc¢ne rychlo, je nutné zapocitat relativistické efekty, ktoré spo-
sobuji odlisné plynutie ¢asu v rozdielnych vztaznych ststavich. Zivotnost Castice podlicha
pri vysokych rychlostiach dilatacii casu, pre ktory plati vztah

At = Atyy, (T2.1)

kde v je tzv. Lorentzov faktor definovany vzfahom

Y= ——_— (T2.2)

Podiel rychlosti voci rychlosti svetla sa ¢asto oznacuje 3, ¢o je vlastne bezrozmerna rychlost

v
B=-, (T2.3)
c

pricom tento podiel je to, ¢o chceme vypocitat. Pomocou bezrozmernej rychlosti mozeme

Lorentzov faktor prepisat ako
1

v = ik (T2.4)

Na vypocet rychlosti pouzijeme klasicky vztah

s = vt (T2.5)
kde s = h je draha, ktord musi mién prejst, v je rychlost, ktort podla rovnice (T2.3) prepiSeme
ako v = ¢f3, at = 7 je zivotnost castice. Podla rovnic (T2.4) a (T2.1) plati

1
T = TO\/TW . (T26)

Ked dosadime vsetky vyrazy do rovnice (T2.5), dostaneme rovnicu

po P (T2.7)

VI-p
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Osamostatnime odmocninu na lavej strane a celd rovnicu umocnime na druhu

2
152 = () (T2.8)
2

1= ﬁ%?) + 62, (T2.9)

na pravej strane vyjmeme 3% pred zatvorku a rovnicu podelime zatvorkou

9 1
Bo= (T2.10)
(52)" +1

rovnicu odmocnime a dostaneme vyraz pre bezrozmernu rychlost g

1
B=,|——— = 099998 = 99,998 %|. (T2.11)
1+(5)

T3] Kratkozraky pozorovatel  (40b, autor: S. Buransky & D. Kral)

2b

Pri uvazovani o optike oka si dodlezité rozne vzdialenosti. Vzdialeny bod je najvzdialenejsi
bod, ktory oko vidi ostro bez akomodécie (bez namahy svalov), a pre zdravé oko lezi v neko-
necne. Naopak, konvencéna zrakova vzdialenost (dohodou stanovend na 25 cm) je standardnd
vzdialenost, pri ktorej sa predpokladd pohodlné citanie u zdravého cloveka, ¢o si vsak uz
vyzaduje urcité namahanie oka (akomodaciu).

David je kratkozraky, ¢o koriguje okuliarmi. O svojom lavom oku bez okuliarov zistil, ze
vzdialeny bod lezi vo vzdialenosti 1,3 m. Pri pravom oku zistil, Ze text vo vzdialenosti 18,5 cm
sa mu bez okuliarov javi, akoby ho mal v konvenc¢nej vzdialenosti.

David pozoruje hviezdu Sirius beznym binokuldrom bez pouzitia okuliarov. Binokuldr ma
centralne ostrenie naraz pre oba dalekohlady a taktiez moznost ostrenia kazdého dalekohladu
zvlast. David zaostril centralne oba dalekohlady dokonale pre svoje lavé oko. O kolko dioptrii
musi teraz otocit korekciu na pravom dalekohlade, aby videl ostro aj pravym okom?

Napoveda: Dve tenké sosovky postavené za sebou sa spravaju ako jedna, ktorej opticka mo-
hutnost je sucet optickych mohutnosti jednotlivych Sosoviek.

Zakladna rovnica, ktori budeme v tejto tlohe potrebovat, je zobrazovacia rovnica tenkej
Sosovky

4 == (T3.1)
kde a je predmetova vzdialenost (vzdialenost zobrazovaného predmetu od Sosovky), a’ je

obrazova vzdialenost (vzdialenost vytvoreného obrazu, resp. tienidla, od SoSovky) a f je
ohniskova vzdialenost, ktora charakterizuje SoSovku.
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Dalsi délezity pojem spomenuty v zadani je optickd mohutnost SoSovky ¢, a ta sa vypodita
ako prevratena hodnota ohniskovej vzdialenosti v metroch

© = 7 (T3.2)
Pre tspesny vypocet je nutné vediet, Ze oko ma Specidlnu vlastnost a tou je zmena optic-
kej mohutnosti, teda zaostrovanie na predmety v réznych vzdialenostiach. Ako je napisané
v zadani, zdravé oko mé vzdialeny bod v nekonecne a konvencénu vzdialenost rovna 25cm.
Kratkozraké oko mé obe vzdialenosti zmensené. Ak ale oko spojime so spravnou sosovkou, tak
stustava oko-Sosovka bude maf vzdialeny bod aj konven¢nui vzdialenost zhodni so zdravym
okom.

Zacneme vypocet lavym okom, pre ktoré si mozeme napisat dve zobrazovacie rovnice. Ako
prvé si napiSeme zobrazovaciu rovnicu pre kratkozraké oko

1 1 1
+ == T3.3
1,3m o fy ( )
a pre kratkozraké oko s okuliarmi dostaneme
1 1 1
— 4 —=— T3.4
ot e Tt (T3.4)
kde prvy zlomok je rovny nule, takze mézeme rovnicu prepisat ako
1 1
— = —+ L. T3.5
a1 YL ( )

Ak odéitame rovnicu (T3.3) od rovnice (T3.5), dostaneme priamo optickit mohutnost lavej
sosovky Davidovych okuliarov

1
e T —0,77D. (T3.6)

Podobné rovnice si moézeme napisat pre pravé oko a jeho konvenénu vzdialenost. Pre kratko-
zraké oko plati

1 1 1
4= T3.7
0,185 m + a fp’ ( )
a pre kratkozraké s okuliarmi plati
1 1 1
— + — = — . T3.8
0,25m * a  fp +ep ( )

Ak odé¢itame rovnicu (T3.7) od rovnice (T3.8), dostaneme vyraz pre Davidovu dioptriu na

pravom oku
1 1

= — =—-14D. T3.
0,25m 0,18 m ’ (13.9)

©p
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Preostrenie medzi nastavenim lavého a pravého oka je iba rozdiel optickych mohutnosti Da-

op — 1 = | —0,64D]. (T3.10)

Alternativne sa dd uvazovat aj tak, ze aku sosovku musi mat David pred lavym okom aby mu

vidovych okuliarov teda

objekty z nekonecna posunula do vzdialenosti 1,3 m. Opét pouzijeme zobrazovaciu rovnicu,
kde predmetova vzdialenost je nekonecno a obrazova je —1,3m, pricom zaporné znamienko
je sposobené tym, ze sa obraz nachadza v predmetovom priestore. Po dosadeni dostaneme
Davidovu lavu dioptriu

11 1
ot Y L gD, T3.11
i . B L (T3.11)

Pre pravé oko urobime rovnaky vypocet pricom predmetova vzdialenost je 25 cm a obrazova

—18,5cm. Po dosadeni do zobrazovacej rovnice dostaneme Davidovu prava dioptriu
_ + L . 1,4D (T3.12)
P02 C0ass |
T4| ISS (50b, autor: Jana Svrckova)

6b

Medzinarodné vesmirna stanica obieha Zem po drahe so

strednou vyskou nad povrchom 400 km a sklonom 51,6°. Na A
priamych prenosoch NASA priamo z ISS jasne vidno, ze ,\

astronauti na palube vidia iba mali ¢ast zemského povrchu. ! n

(a) [20b] Akt cast zemského povrchu je mozné naraz vi- \ ,
diet z ISS? Odpoved uvedte v percentach zemského N y
povrchu. Zanedbajte atmosféricku refrakciu a excen- Sy

tricitu drahy ISS. Zem povazujte za dokonali gulu.
Obr. T4.1: Gulovy vrchlik.
Napoveda: Méze sa vam hodit vzorec na vypocet povrchu gulo-

vého vrchlika S = 2whR.

Vdaka orbitdlnemu pohybu ISS a rotacii Zeme moézu astronauti pocas dlhsej doby vidiet
ovela vacsiu cast povrchu Zeme, nez ste vypocitali v casti (a).

(b) [30b] Vypocitajte, aki ¢ast povrchu Zeme je mozné teoreticky zahliadnut z paluby ISS
v priebehu mnohych obehov. Svoju odpoved opéat uvedte v percentach.

(a)

Naértnime si najskor celd situdciu (pozri obr. T4.2, ktory nie je v skutocnej mierke). Oblast
viditelna z ISS je zafarbend namodro a vyska ISS nad zemskym povrchom je oznacend H.
Priamka spédjajica ISS a najvzdialenejsi viditelny bod na povrchu je zaroven dotycnicou
k povrchu, a preto s polomerom Zeme v bode dotyku zviera pravy uhol. Vznikne tak pravouhly
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trojuholnik, v ktorom pre stredovy uhol a plati

Re

m . (T4.1)

cosa =

Vzdialenost podstavy vrchlika od stredu Zeme sa podla obr. T4.2 rovnd R cos «. Vzdialenost
h od podstavy vrchlika po povrch Zeme sa preto da vyjadrif ako

. Re \ _ ReH
Rg + H _R®+H'

h= Re — Rgcosa = Rg (1 (T4.2)

Celkovy povrch Zeme je S = 4mwR%, zatial ¢o povrch gulo-
vého vrchlika viditelného z ISS je

2 RLH

S1 =2mhRg = ———.
! mhte Rg + H

(T4.3)

Pomer tychto dvoch ploch je
S1 H

—_ -T0,0205]. T4.4
S T RetH) LU (T4.4)

Obr. T4.2: Schematicky ndakres

A —_ e diof priblis i
stronauti z ISS mozu teda naraz uvidiet priblizne 3 % zem: oblasti viditelnej naraz 2 1SS,

ského povrchu.

Vdaka sklonu drahy ISS mdézu astronauti vidief vicsinu povrchu Zeme s vynimkou oblasti
okolo pdlov — modrych oblasti na obrazku T4.3. ISS sa na svojej naklonenej drahe dokaze
pri spravnom natoceni Zeme (na ¢o stac¢i pockat dostatocne vela obehov) dostat priamo nad
Iubovolné miesto so zemepisnou Sirkou v absoliitnej hodnote maximalne rovnou ¢ = 51,6°.

Kedze ale obieha vo vyske 400 km, je mozné vidiet eSte vac-
sie zemepisné sirky. Najvacsia absolitna hodnota zemepisnej
sirky na severnej pologuli, ktora je este stale viditelna z ISS,
j€ Ymax = i+, kde a je rovnaky uhol ako v ¢asti (a). Ciselne

dostaneme

Re
_ N ) L 0N. (T4
)= TLeN. (10

« =1+ a =1+ arccos
Prma <R@+

Obr. T4.3: Schematicky nakres

v v e n o, . ) oblasti dlhodobo viditelnej z ISS.
Najjuznejsia viditelna zemepisna sirka je 71,4° S, symetricky

k severnej pologuli. Najjednoduchsi sposob, akym mozeme vypocitat cely viditelny povrch
Zeme je najskor zistif, aky je povrch gulovych vrchlikov v okoli pélov, ktoré nevidime. Postu-
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pujeme pri tom rovnako ako v predchadzajucej ¢asti tlohy. Vzdialenost h je podla obrazka
h = Rg — Rg sin @yay - (T4.6)

Celkovy povrch oblasti, ktort nevidno z ISS, je teda po zaratani oboch oblasti okolo pélov
Sy =2-2nhRg = 4T R% (1 — Sin Pray) - (T4.7)

Pomer viditelnej oblasti a celého zemského povrchu je

S—5 4t R — 47 R% (1 — sin ¢may)

= 8in Ppax = |0,948 |, (T4.8)
5 R

takze astronauti mozu napokon zahliadnut az 95% povrchu Zeme.

T5| Farebna (60Db, autor: Radovan Lascsdk)

Spektrum slnecného ziarenia je mozné hrubo aproximovat ako ziarenie absolutne c¢ierneho
telesa pomocou Planckovho zakona pre povrchovy spektralny tok F, ¢o je veli¢ina predsta-
vujiica tok na povrchu telesa na jednotku vinovej dizky A

2mhc? 1
B =3 e (T5.1)
eXp(,\kBT) -

kde h je Planckova konstanta, c¢ rychlost svetla, A vlnova dizka, kg Boltzmannova konstanta,
T efektivna teplota a exp(x) alternativny zéapis pre funkciu e”.

Pri pozorovaniach je zvykom pouzivat standardny fotometricky systém zalozeny na filtroch
U, B a V, ktorych parametre st zhrnuté v tabulke T5.1. Spektralnu priepustnost filtrov pre
jednoduchost uvazujte ako konstantnych 100 % v oblasti filtra a 0 % mimo neho.

Ulohy

(a) [30b] Vypocitajte absolitnu magnitiidu Slnka vo filtroch B a V. Uvazujte konstantny
spektralny tok F)\ v oblasti filtra.

(b) [15b] V dalekohlade pozorujeme hviezdu fyzikélne totozni so Slnkom, ktorej zdanliva
magnitida je 27,25 mag vo filtri B a 25,67 mag vo filtri V. Vypocitajte jej farebny index
(B — V) a farebny exces Ep_v).

(c) [15b] Vypoditajte vzdialenost hviezdy so zaratanim medzihviezdnej absorpcie. Predpo-
kladajte, ze magnitida Slnka vo V filtri je rovna vizudlnej magnitiide Slnka. Hodnotu
R-¢isla (extinkéného koeficientu priamej imery medzi absorpciou vo V filtri a farebnym
excesom (B —V)) uvazujte ako Ry = 3,1.
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Tabulka T5.1: Prehlad standardnych fotometrickych filtrov.

Oznacenie ‘ Stred filtra ‘ Sirka filtra

U

B
\Y
R
I

365 nm
445 nm
551 nm
658 nm
806 nm

66 nm
94 nm
88 nm
138 nm
149 nm

(a) Vyuzijeme Pogsonovu rovnicu, v ktorej porovname absoltitnu magnitiidu Slnka MS?V vo filtri
(B alebo V) a absoliitnu bolometrickti magnitidu Slnka M2 (ktora prislicha povrchovému

bolometrickému toku FZ° pre celé spektrum);

bol
F@

FBY
]\/IQB’V — Mg"l = —2,5log © ,

(T5.2)

kde FS’V je povrchovy tok Slnka vo filtri B, respektive V. Ten vypocitame pomocou spek-
tralneho toku F) a spektralnej sirky filtrov A\, podla tabulky T5.1.

B,V _ =BV B,V

(T5.3)

kde Fg:}\/ vypocitame zo zadanej rovnice (T5.1) pre Planckovo spektrum po dosadeni stredu
filtrov za vlnovi dlzku A a teploty Slnka T za teplotu 7.

FS, = F\(A = 4450nm, T = To) = 79,574- 102 Wm 2 m™"

ch,/\ = F)\(>\ =551nm, T = T@) — 80,878 - 102 Wm2m™"

¢ize po dosadeni do rovnice (T5.3)

= 79574kWm2nm™,

= 80,878 kWm ?nm™*,

F§ = Fg,-94nm = 7479.9kWm ™2,
Fy = Fg,-88nm = 7117,3kWm .

Povrchovy bolometricky tok Slnka urc¢ime pomocou jeho svietivosti Lg a povrchu, ktory

aproximujeme sférou s polomerom Rg.

bol __
Fs” =

-----

Lo
47TR%)

= 62939kWm™?,

(T5.8)

www.aosk.sk

10/105

aoQaosk.sk

ot


www.aosk.sk
mailto:ao@aosk.sk

(b)

(c)

o A
AO 2026, CK, SS SK Riesenia tloh

Vyjadrenim Mg z rovnice (T5.2), a dosadenim Fg" a F2°' dostdvame

FB
Mg = M&' — 2,510g(F§)1) = 17,053 mag |, (T5.9)

Vv

F,
My = M&' — 2,510g(ﬁ§d) ={7,107 mag |. (T5.10)

Vypocet farebného indexu (B — V) je trividlny. Odéitame od seba magnitidu vo filtri B
a magnitidu vo filtri V. Dostavame

(B—=V) = 27,25 mag — 25,67 mag = | 1,58 mag|. (T5.11)

Pre vypocet farebného excesu potrebujeme takzvanu intrinsic hodnotu farebného indexu,
ktort budeme znacit (B — V), a predstavuje pociatoéni hodnotu farebného indexu, tesne
po vyslani ziarenia z pozorovanej hviezdy. Kedze je hviezda fyzikalne identicka so Slnkom,
tak intrinsic hodnota farebného indexu hviezdy je rovna hodnote farebného indexu Slnka,
pretoze Slnko je blizko Zeme, a teda absorpcia je zanedbatelna. Preto

(B-=V)y=(B—-V)e = MS — M(\;)/ = —0,054 mag . (T5.12)

Farebny exces je nésledne rozdiel pozorovaného a intrinsic farebného indexu, teda
Eg_—vy=(B-V)—-(B-V),=|1,634mag|. (T5.13)

Na vypocet vzdialenosti d vyuzijeme vzorec pre modul vzdialenosti vo filtri V so zardatanim
absorpcie;
mV—MV: —5+510gd+Av, (T514)

kde my je zdanliva (pozorovand) magnituda hviezdy vo filtri V, My je absolitna magnitida
hviezdy vo filtri V, d je vzdialenost hviezdy v parsekoch a Ay je celkova absorpcia vo filtri V.
Zdanlivi magnitiadu my = 25,67 mag mame zadani v zadani, absolitna magnitiuda My je
rovnakéa ako spocitand absolitna vizudlna magnitida Slnka MY = 7,107mag a absorpciu
Ay urc¢ime pomocou R-¢isla a farebného excesu ako

Ay = Ry - Eg_v) = 3,1-1,634mag = 5,0654 mag . (T5.15)

Vyjadrenim vzdialenosti z rovnice (T5.14) a dosadenim méme

d = 10%20mv=Mo+5=4v) =I5 (kpc|. (T5.16)
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T6| Milkdroméda III (60b, autor: Terézia Handkové & Radovan Lascsdk)

Galaxia v Androméde (M 31) sa po dobu takmer 4,5 miliardy rokov priblizovala k Mlie¢nej
ceste — galaxii, kde sa nachadza slnecnd sustava, planéta Zem a aj toto miesto, kde prave
pisete celoslovenské kolo. Po splynuti tychto dvoch sesterskych galaxii nastane nova epocha,
v ktorej sa uz nebude hovorit jednotlivo o galaxii v Androméde a Mliecnej ceste (po ang.
Milky Way), ale o jednotnej novej galaxii — Milkdroméde.

Jasnost galaxie je tvorena dvomi hlavnymi komponentami — jadrom a diskom. V tejto tlohe
sa zameriame na disk, kedZe jasnost jadra dominuje iba v centralnej oblasti galaxie do vzdia-
lenosti asi 1,2kpc od stredu galaxie. Jasnost galaxie sa zvykne popisovat pomocou plosne;j
magnitidy u, ktorej jednotky st mag/arcsec? (magnitida na Stvorcovi uhlovii sekundu ob-
lohy). Rézne miesta disku galaxie maji rozdielnu jasnost, a teda aj rozdielnu ploSni magni-
tiadu. Budeme predpokladat, ze si M 31 udrzuje rovnovahu medzi zanikom a tvorbou hviezd
tak, ze jej absolttna magnitida a rozlozenie jasnosti roznych casti disku st v ¢ase konstantné.

(a) [15b] Dokazte, ze plosna magnituda p, ktorti pozorujeme zo Zeme v jednom konkrétnom
mieste disku galaxie M 31, nezavisi od vzdialenosti M 31 od Zeme a jej inklinacie voci
zornému lucu.

Profil jasnosti kruhového disku M 31 mo6zeme modelovat exponencidlnym poklesom, ktory je
polarne symetricky okolo stredu galaxie. Matematicky zapisané

r

jasnost = K exp (—) , (T6.1)
rs
kde K je konStanta, r je vzdialenost casti disku od stredu galaxie a ry = 5,7 kpc je skalovacia
vzdialenost, v ktorej jasnost disku klesne e-krat voci jasnosti v strede disku. Konstanta K
je rovna jasnosti disku v strede galaxie, teda jasnosti stredu galaxie po odpocitani zlozky
jasnosti pre jadro galaxie. Plosni magnitidu v strede disku budeme oznacovat .

(b) [15b] Prepisanim vztahu (T6.1) do plosnych magnitiid pomocou Pogsonovej rovnice
ukazte, ze plosna magnitida disku klesa linearne so vzdialenostou r. Ako vysledok
uvedte vyjadrenie pre p v zavislosti od pyg, r, 7s.

V stcasnosti sa galaxia M 31 nachéddza vo vzdialenosti dyi3; = 765 kpc od Zeme, jej plosna
magnitida disku v strede je py = 16,7 mag/arcsec? a na no¢nej oblohe volnym okom limitne
vidime disk M 31 do vzdialenosti 20" od jeho stredu.

(c) [15b] Urcte, do akej fyzickej vzdialenosti ry, v kpe vidime v sticasnosti volnym okom
disk galaxie M 31 od jeho stredu. Vypocitajte limitnt plosnd magnitidu gy, zodpove-
dajucu vzdialenosti 7y, ktori dokéze nase oko zaznamenat v disku galaxie M 31.

Teraz sa presunieme do budicnosti do c¢asu tesne pred zrazkou galaxii. Pre jednoduchost
uvazujme, ze disky galaxii si orientované kolmo na seba, zachovali si kruhovy tvar a Mlie¢na
cesta mieri do stredu M 31. Situdacia je zobrazena na obrazku T6.1.
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Obr. T6.1: Znézornenie zrazajicich sa galaxii pri pohlade z boku ich diskov. Zem lezi
na spojnici stredov galaxii, ktoré sa od seba vzdialené 30 kpc.

(d) [15b] Vypocitajte rozsah galaktickych sirok b, na ktorych by sme mohli volnym okom
pozorovat galakticky disk M 31 v case, kedy nastane situdcia zobrazena na obrazku
T6.1. Zanedbajte medzihviezdnu absorpciu.

(a) Na prvy pohlad by sa mohlo zdaft, Ze plosna magnitiida bude mensia pre mensiu vzdialenost,
kedZze mnozstvo zachytenej energie z jedného metra stvorcového disku galaxie je imerné
1/d?, kde d je vzdialenost galaxie M 31. AvSak musime si dat pozor na to, Ze pod plognou

2 rozumieme magnittidu, ktord do nasich o&f prichddza

magnitidou p v jednotke mag/arcsec
z oblasti oblohy s uhlovymi rozmermi 1 x 1 uhlovej sekundy (angl. arc second). Plocha disku
galaxie obsiahnutd v jednej Stvorcovej uhlovej sekunde je tym mensia, ¢im blizsie sa k nam
galaxia nachddza. Velkost tejto plochy je imernd takisto 1/d?, ¢o presne vykompenzuje efekt
mensej vzdialenosti galaxie. Preto mnozstvo energie zachytené z jednej stvorcovej uhlovej
sekundy disku galaxie je nezavislé od vzdialenosti galaxie. To plati pre kazdé miesto disku

galaxie, kedze predpokladame, Ze si galaxia zachovava absolitny profil jasnosti.

Druhou prekvapivou vecou je, ze plosna magnitiida nezavisi od uhla sklonenia disku. Klasicky
sme zvyknuti na to, ze mnozstvo zachytenej plochy z jedného metra stvorcového je imerné
sin a, kde « je uhol medzi zornym licom a pozorovanou ziariacou plochou. Avsak v pripade
plosnej magnitidy hovorime o ploche, ktort vidime pod uhlom jednej Stvorcovej oblikovej
sekundy. Sklonenie plochy o uhol a sposobi nérast plochy, ktord sa vojde do jednej Stvorcovej
oblikovej sekundy, a to prave s koeficientom sin . Efekty sa opét vzajomne vyrusia a plosna
magnitida nezavisi od uhla naklonenia disku. Rovnaka tvaha plati pre kazdé miesto disku.
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Pogsonovu rovnicu mézeme pisat v tvare

jasnost
— o = —2,51 T6.2
o 0108 ( jasnost v strede) ’ (16.2)

kde 1o je plosnd magnitida v strede disku (r = 0) a p je plosnd magnituda casti disku vo
vzdialenosti 7 od stredu disku. Dosadenim exponencialneho predpisu pre jasnost zo zadania

Kexp(—f) r
w— g = —25log| —————%& | = —2,5log (exp <—)> . (T6.3)
Kexp(—r%) Ts

Po uprave, v ktorej si ddme pozor na to, ze logaritmus je dekadicky a nie prirodzeny, mame

dostaneme

= o+ 2,5 r loge]. (T6.4)
T,

S

Vzdialenost 1y, pozorujeme zo vzdialenosti dyz; = 765 kpe pod uhlom 20'. KedZe je tento
uhol maly, mozeme 1y, aproximovat kruznicovym oblikom a pisat trojclenku v tvare

20/ Tlim

= T6.
360° 27TdM31 ’ ( 0 5)

z ktorej

200 .
Piim = 27dyigt oo = 45kpe]. (T6.6)

Alternativne by sme vedeli 7;,, vypocitat pomocou trigonometrie cez tangens alebo sinus.

Dosadenim r = ry;, do rovnice (T6.4) vypoéitame p = pyi, ako

Tlim

loge = | 17,5 mag/arcsec? |. (T6.7)
T's

Mim = o + 2,5

Kedze plosna magnitida disku nie je zavisla od vzdialenosti a uhla, tak to znamenda, ze
hranica =+ r;, okom pozorovatelného disku M 31 bude rovnaka v budicnosti ako je dnes.
Uloha sa preto meni na jednoducht geometriu zobrazend na obrazku T6.2. Galaktické Sirka
je uhlova siuradnica popisujica vzdialenost od galaktického rovnika Mliecnej cesty pri pohlade
zo Zeme. KedZe Zem lezi na spojnici stredov galaxii, tak rozsah galaktickych sirok b bude
symetricky okolo nuly. Z geometrie pravouhlého trojuholnika dostavame

Tlim

tan by, = biim = 11,4°. T6.8
A 30kpc — 8 kpc - : ( )

Rozsah galaktickych sirok, na ktorych uvidime galaxiu M 31, bude |b e (—11,4°; 11,4°)|. Ga-
laxia bude mat na oblohe 46-krat vacsi priemer ako Mesiac, ¢o je tolko ako uhlova vzdialenost

medzi hviezdami Aldebaran a Pollux.
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Obr. T6.2: Znazornenie volnym okom pozorovatelnych casti galaxie M 31, ktord sa nam
zobrazi na rozsah galaktickych dlzok b € (—bjim , blim)-

T7] Limitna magnitiida fotoaparatu (75b, autor: V. Slanina)

Svetelné znecistenie rastie rychlym tempom takmer o 10 % roc¢ne, ¢o robi z prirodzene tmavej
oblohy ohrozeny unikat. Na Slovensku je najtmavsim miestom Park tmavej oblohy Poloniny
(¢ =49,03° N, A = 22/45° E), kde jas no¢nej oblohy dosahuje limitné hodnoty plosnej mag-
nitady u; ~ 22mag/arcsec?. Pre astrofotografov je v takychto podmienkach velmi doleZité
zistif, ako nastavit expoziciu tak, aby zachytili ¢o najslabsie objekty bez toho, aby boli hviezdy
v dosledku rotacie Zeme rozmazané.

V tejto tlohe sa budeme zaoberat fotenim s digitdlnou zrkadlovkou Nikon D780 s full-
frame CMOS senzorom (rozmery a x b = 359mm x 23,9mm, pocet Stvorcovych pixelov
N, = 24 MPx) a objektivom s ohniskovou vzdialenostou f = 50 mm a svetelnostou (F-ratio)
f/1.8. Uvazujte, ze fotime hviezdy s deklindciou ¢ = 30° a predpokladajte, Ze nepouzivame
motorizovani montaz.

(a) [13b] Vypocitajte najdlhsiu expozi¢ni dobu 7, pri ktorej nebudii vznikat takzvané star
trails. Ako podmienku na vznik star trails budeme povazovat, ze obraz hviezdy musi
na senzore prejst drahu rovnu aspon velkosti strany Stvorcového pixela senzora.
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Schopnost senzora zaznamenat slabti hviezdu je limitovand sumom N. Proces fungovania
CMOS senzora je zjednodusene zalozeny na tom, ze fotény dopadajice na pixel z jeho povrchu
,vybiju“ elektrony, ktoré sa v iom akumuluji ako ndboj (pomer poétu vybitych elektrénov na
jeden fotén sa nazyva kvantova tc¢innost 7). Po ukonceni expozicie sa tento ndboj premeni na
napétie, zosilni sa a v A /D prevodniku sa zmeni na digitdlnu hodnotu DN (Digital Number).

Tento proces nie je dokonaly a do signalu vstupuje niekolko zloziek sumu:

« Fotonovy Sum (photon shot noise) samotného Ziarenia hviezdy je rozptyl ofy = S,
kde S je signal, teda pocet zaznamenanych elektréonov e™.

o Tmavy Sum (dark current noise) je oo = np - DC - 7, kde ny,y je pocet pixelov,
z ktorych sa vycitava informéacia, a DC' tmavy prud (dark current) senzora, pre ktory
plati DC = 0,1 e~ /pixel/s.

» Vycitaci Sum (readout noise) vznikd pri samotnom c¢itani signdlu z pixelu a jeho
digitalizacii. Jeho hodnota v digitadlnych jednotkdch (DN) zavisi od nastavenia ISO.
Plati pren vztah oy = nyx - RN?, kde RN je Sum v elektrénoch, ktory viete odcitat
z priloZzeného grafu. Pre prevod z digitalnych jednotiek (DN) na elektrony (e™) pouzite
konverzny zisk (Gain), ktory takisto viete odcitat z prilozeného grafu. Plati prevodovy
vztah: Signdl [e”] = Signal [DN] - Gain.

« Sum pozadia oblohy (background sky noise) sa rovna priamo poctu elektrénov, ktoré
vznikaju ako dosledok dopadu foténov z oblohy na pixely, teda crgky = Seky-

Doplnujice informacie:

» Hviezdu na fotke uvidime, ak je pomer signalu k sumu (Signal-to-Noise ratio) rovny
aspon 3, teda S/N > 3.

e Fotime na citlivosti ISO 800.

o Kvantovd Géinnost celej aparatiry na uvazovanej vlnovej dlzke fotenia A = 500 nm je
n = 60% (e /foton).

« Sirka pasma, ktort senzor prepusta, je AX = 100 nm.

o Referen¢ny svetelny tok @y pre nulovii plosntt magnittidu (uy = 0 mag/arcsec?) je rovny
®y = 10* foténovem2s ' nm~!.

o Kvoli seeingu sa efektivne bodova hviezda nezobrazi iba na jeden pixel. Predpokladajte,
ze obraz hviezdy bude rovnomerne ,rozmazany“ na 4 susednych pixeloch.

o Celkovy Sum urcite ako N = \/ OpN + 0o + TRy + 0y

ypocitajte plochu oblohy v arcsec”, z ktorej sa zbiera Sum oblohy.
b) [5b] Vypocitajte plochu obloh: 2, 7 ktorej biera $ bloh

(c) [57b] Vypocitajte limitni magnitidu hviezd m, ktoré sme v uvazovanej ¢asti oblohy
schopni zachytit fotografiou s dlzkou expozicie 7.
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Obr. T7.1: Graf zavislosti log,(DN) od nastavenia ISO. Zdroj: photonstophotos.net.
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Obr. T7.2: Graf zavislosti logy(Gain) od nastavenia ISO. Zdroj: photonstophotos.net.

(a) Nasim cielom je urcit rychlost v, ktorou sa obraz hviezdy pohybuje po senzore, pretoze z toho

potom vieme priamociaro urcif c¢as, za ktory prejde obraz hviezdy velkost strany pixela p.

Pixely st stvorcové a na jeden pixel pripada plocha

ab/N,, z ¢oho pre velkost strany Stvorcového pixela
mame
b
=,/— =598 ) T7.1
p N, 98 um (T7.1)

Uhlova rychlost, ktorou pozorujeme, ze sa pohybuja

hviezdy na oblohe s deklinaciou 9, je

senzor
W = 2 cosé. (T7.2) Obr. T7.3: Geometria pohybu }/wiezdy
to na oblohe a na senzore fotoaparatu.
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Pri zaostreni fotoaparatu na hviezdu je vzdialenost Sosovky a senzora rovna f. Kedze p « f,
tak z obr. T'7.3 vyplyva, Ze pri posune hviezdy na oblohe o uhol « sa obraz na senzore posunie
o vzdialenost fa. Dostavame tak vztah pre cas

P p .
= fa = =—=———1g=[19s]|. T7.3
p=fo=for = 7 wf  2mfcosd ® ( )

Z podulohy (a) vieme, ze uhlovy rozmer jedného pixelu na oblohe je . Plocha jedného pixelu
na oblohe tak bude Q,, = a? KedZze uvazujeme, Ze sa hviezda rozmaze na n,, = 4pixely,
tak celkova plocha oblohy, z ktorej zbierame Sum je

2
Q = npea® = np, @) = 5,722 - 10 % rad?® = | 2434 arcsec? |. (T7.4)

Hoci to tak na prvy pohlad mozno nevyzera, tiloha je celkom priamociara — vypocitat hodnoty
jednotlivych sumov a potom z podmienky S/N > 3 urcit limitny tok, ktory uz povazujeme
za postacujicu podmienku na odfotenie hviezdy. Nasledne z Pogsonovej rovnice podla refe-
renc¢ného toku vypocitame, aka magnitida tomuto toku prislicha.

Vypocitajme najprv hodnoty jednotlivych sumov:
Foténovy Sum uré¢ime priamo zo zadania ogy = S.
Tmavy Sum vypocitame zo zadaného vzorca o = npy, - DC' -7 = 0,756 €.

Vy¢itaci Sum vypocitame podla zadaného vzorca ofy = npx - RN?, kde RN vycitame
z priloZzenych grafov. Z grafu T7.2 linedrnou regresiou uréime, ze pre ISO 800 mame
log,(Gain) = —1, z ¢oho Gain = 0,5. Obdobne z grafu T7.1 je log,(Signal [DN]) = 1,33,
a teda Signal [DN] = 2,51. Preto RN = Gain - Signdl [DN] = 1,26 a o}y = 6,35¢".

Sum pozadia oblohy uré¢ime priamo ako pocet foténov dopadajicich do fotoaparatu. Tok
foténov @, ; z jednej uhlovej stvorcovej sekundy oblohy uré¢ime z Pogsonovej rovnice

P
= o = 2508 (2. (17.5)
D
z ¢oho po tpravach
D =P 1004 o—p1) = 1,58 - 10~° foténovem 2s ' nm ™. (T7.6)

V podilohe (b) sme vypocitali plochu oblohy €2, z ktorej fotoaparat zachytdva sum
z pozadia oblohy. Tok tychto foténov je

®; =Q®,, =3,86-10"*foténovem s 'nm~ . (T7.7)
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Ostava uz len urobit prevod toku foténov na realny signdal v elektrénoch. Jednotka toku
®; ndm napoveda, ako presne to urobime. Zapocitanim kvantovej Gcinnosti, ktora ma
jednotku e~ /fotén, tak ziskame uz priamo signal v elektrénoch

D\ 2
et (D) e s
kde D je priemer vstupnej pupily!. Ten uréime zo svetelnosti objektivu ako

18=f/D = D=f/18=278mm. (T7.9)

Dosadenim do rovnice (T7.8) dostaneme Sgy = 26,55¢™.

Teraz uz len ostava vsetko dosadit do rovnice pre S/N.

S S
3= = : T7.10
S+ Say +0iy+0be  VS+E ( )

kde pre prehladnost vypoctov ¥ = 33,66e~ je sucet rozptylov Sumov, ktorych hodnoty uz
pozndme. Upravami dostaneme kvadratickd rovnicu

S?—95 —9% =0, (T7.11)

ktorej rieSenim je kladny koren

9 9\ , _
S = sHAllg) * 9% = 22,45e” . (T7.12)

Podobnym sposobom, akym sme pocitali tok foténov z oblohy, teraz vypocitame limitna
magnitiudu hviezdy. Pre tok foténov hviezdy, ktory sme zachytili, plati
S

®y = 5 = 3,261 - 10~ % foténovem 2s ' nm ' . (T7.13)
n-m(2) -7 AN

Dosadenim do Pogsonovej rovnice ziskame

i)
my = mo — 2,5log <¢2) = [13,7 mag]. (T7.14)
0

'Pozor, ide o inti vec ako priemer objektivu — fotoaparat méa pevne dany priemer objektivu, ktory sa
neda menit, ale naopak moézete menit tzv. clonu. Vstupna pupila je teda otvor, ktory pozorujete pri pohlade
spredu na objektiv pri privretej clone.
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T8 POhyb hviezdy (80b, autor: Tomas Kubricky)

Vacsina exoplanét sa v sticasnosti objavuje nepriamo, napriklad sledovanim poklesu jasnosti
hviezdy pri tranzite planéty alebo meranim zmien jej radidlnej rychlosti. DalSou, na presnost
pristrojov vsak extrémne naroc¢nou metodou je astrometria, teda priame pozorovanie pohybu
centralnej hviezdy v désledku gravitacného vplyvu planét obiehajtucich okolo nej.

Uvazujme hviezdnu sistavu, v ktorej okolo materskej hviezdy obiehaji po kruhovych drahach
dve planéty v rovine kolmej na zorny li¢. Pre jednoduchost tieto planéty dalej oznac¢me ako

.....

Na prilozenom obrazku je znazornend trajektéria stredu materskej hviezdy (po odéitani jej
vlastného, paralaktického a aberaéného pohybu), pricom vieme, zZe stred hviezdy opise celi
tto trajektoriu za ¢as t = 10 rokov a potom sa pohyb po trajektorii periodicky opakuje. Dalej
predpokladajme, Zze hmotnosti oboch planét st zanedbatelne malé v porovnani s hmotnostou
hviezdy, a tak mozeme aj gravitacny vplyv planét na seba navzajom zanedbat.

(a) [40b] Na zdklade obrazka a zadanych tdajov urcte siderické obezné periédy T, Tn
oboch planét.

(b) [40b] Nezavislym pozorovanim planéty A sme zistili, ze polomer jej drahy je ra = 5,5 au.
Na zaklade tejto hodnoty, predoslych tdajov a merani z prilozeného obrazka urcte
hmotnost hviezdy 71 a hmotnosti oboch planét mu, mg.

y (103 m)
o
I
\

z (108 m)

Obr. T8.1: Trajektéria stredu materskej hviezdy.
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Zamyslime sa najprv nad tym, ako by vyzerala trajektoria stredu hviezdy, ak by slo o hviezdnu
stustavu len s jednou planétou, ktora by okolo svojej materskej hviezdy obiehala po kruhovej
drdhe v rovine kolmej na zorny la¢. V takom pripade by planéta aj hviezda obiehali po
kruhovych drahach okolo svojho spolo¢ného faziska, takze trajektoria stredu hviezdy by mala
tvar kruznice.

Na urcenie hmotnosti hviezdy a planéty by sme potom potrebovali uz len obeznti dobu planéty
a polomer kruznice, ktori pocas svojho pohybu vykresluje stred hviezdy, kedze z 3. Keple-
rovho zdkona a z definicie taziska (teda z rovnosti sic¢inu hmotnosti a vzdialenosti od taziska
pre planétu a hviezdu) by sme potom dostali stistavu dvoch rovnic s dvomi nezndmymi, ktort
by nam stacilo vyriesit.

Vratme sa teraz k situacii zo zadania, teda k hviezdnej ststave s dvomi planétami. Z obrazka
vidime, ze trajektoria stredu hviezdy uz teraz nema iba jednoduchy tvar kruznice, ale vy-
tvara rozne slucky, ktoré sa napokon po case t uzavri. Vdaka predpokladom ma, mp « M
sa vSak na tuto situdciu vieme pozeraf tak, ze kazda planéta svojim gravitacnym vplyvom
sposobuje pohyb stredu hviezdy po trajektorii tvaru kruznice a ze vysledny tvar trajekto-
rie stredu hviezdy je jednoducho suc¢tom (alebo tzv. superpoziciou) tychto dvoch efektov.
Geometricky si vieme takyto pohyb predstavit tak, ze mame vécsiu kruznicu, po ktorej sa
pohybuje mysleny bod, a siicasne mensiu kruznicu so stredom v tomto pohybujicom sa bode,
po ktorej obieha druhy bod, zodpovedajici prave polohe stredu hviezdy. Myslienku takéhoto
pohybu vieme potvrdit aj opdtovnym analyzovanim trajektérie stredu hviezdy. Jednotlivé
slucky totiz zdanlivo obiehaji po vicsej kruznici (gravitaény vplyv jednej planéty), pric¢om
samotné slucky vznikaju v désledku obiehania po mensej kruznici s vyssou uhlovou rychlostou
(gravitacny vplyv druhej planéty).

Kedze stred hviezdy vykona za jeden obeh po velkej kruznici viacero obehov po malej kruznici
(trajektéria obsahuje viacero sluciek), tak obezna peridéda planéty, ktord spdsobuje obeh po
velkej kruznici, je urcite vacsia ako obezna peridda planéty, ktora spésobuje obeh po malej
kruznici. Z 3. Keplerovho zdkona zaroven vieme, ze pri zanedbani hmotnosti planét voci
hmotnosti hviezdy s rasticou velkou polosou rastie aj perioda planéty. Planéta sposobujtca
obeh po velkej kruznici je preto urcite vzdialenejSia planéta, teda planéta A. Zo zadania
tiez vieme, zZe stred hviezdy opiSe celu tuto trajektériu za cas t = 10rokov. Tento cas je ale
zjavne urceny priamo periédou obehu po velkej kruznici, teda periédou planéty A, ktord je
tak | Ta = 10rokov |

Na urcenie obeznej periédy planéty B bude uzitocéné spocitat z obrazka pocet vykonanych
sluciek trajektérie stredu hviezdy, ktory je rovny N = 9. Odtialto je Tahké unahlene dospiet
k zaveru, ze ked za jednu periédu planéty A vykona stred hviezdy N sluciek, tak kazda slucka
zodpoveda jednému obehu planéty B okolo svojej materskej hviezdy. Peridoda planéty B by
potom bola N-krat nizsia ako periéda planéty A, takze by platilo Tg = TWA = % rokov.

Ked sa vsak blizsie zamyslime nad dévodom vzniku jednotlivych sluciek, tak zistime, Ze pre-
dosly argument je nespravny. Vo vnutornom ,vrchole® kazdej slucky totiz dochadza k tomu,
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ze efekty gravitacného vplyvu oboch planét sa ,od¢itavaja® (ide o body trajektoérie, ktoré sa
nachadzaju najblizsie k pociatku stradnicovej sistavy). To nastava v okamihu, ked sa obe
planéty nachadzaju na spoloc¢nej priamke s ich materskou hviezdou, no na opa¢nych stranach
od nej. Kazdé slucka tak v skutocnosti prislicha synodickej obeznej periéde planéty B voci
planéte A.

Teraz je este potrebné rozmysliet si z obrazka, ze obe planéty obiehaju v rovnakom smere.
Ak si totiz vyberieme Iubovolny z dvoch moznych smerov obehu po velkej kruznici, tak
v tom istom smere dochadza aj k obehu po malej kruznici pri vykreslovani sluciek, pricom
kazda planéta obieha okolo materskej hviezdy v tom istom smere, v akom sa vplyvom jej
gravitacného vplyvu pohybuje hviezda.

Oznacme teraz uhlové rychlosti obehu planét okolo svojej materskej hviezdy ako wa,ws.
Kedze Ty > Tg, tak wa < wg, takze vnitorna planéta B ,predbieha“ vonkajsiu planétu A.
Z toho, ze T\ =t a ze synodicka periéda planéty B je %, dostavame potom rovnice

2m
t=— T8.1
=z, (T8.1)
t 2m
—_= T8.2
N  wp—wa ( )
Po vzajomnom vydeleni tychto rovnic dostaneme
N =BT (T8.3)
WA
odkial po iprave mame
wp = (N + 1) WA - (T84)
Skutocnd siderickéd peridda planéty B je teda
2 2 t 10 rok
Tp="= T — IRV Mok (T8.5)

wp (N+Dlws N+1 941

Ozna¢me 7, g polomery drah oboch planét a 'y, rg prislusné polomery kruznic, po ktorych
sa v dosledku gravitacného vplyvu planét stred hviezdy pohybuje. Vdaka predpokladom
ma, mp < M mozeme potom pre planétu A napisat 3. Keplerov zakon v tvare
T? 472
S= (T8.6)
ryn  GM
kde hodnotu r, pozndme zo zadania a hodnotu T sme uréili v podilohe (a), takze hmotnost
hviezdy vieme jednoducho vyjadrit a vycislit ako

A 4m?rd
GT?

=13,3-10%kg = 1,7 Mo |, (T8.7)
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Podme teraz z obrazka zistit polomery 77y, 5. Podobne ako pri zdévodneni toho, ze kazda
slucka zodpoveda synodickej peridde planéty B, sa nam aj teraz oplati pozriet na nejaké vy-
znacné body trajektorie stredu hviezdy, a to konkrétne na body s najmensou, respektive naj-
vacsou vzdialenostou od pociatku suradnicovej stustavy. Tieto body totiz zodpovedaju tomu,
ze gravitacné vplyvy oboch planét sa navzajom akurat ,odc¢itavaju”, respektive ,scéitavaju”.
Tie najvzdialenejsie body trajektorie st teda od pociatku suradnicovej stustavy vzdialené
ry + rg, zatial ¢o tie najblizsie body st od stredu vzdialené 7y — 1.

Inak povedané, trajektoriu stredu hviezdy vieme ohranicit stistrednymi kruznicami so stredom
v pociatku sturadnicovej ststavy a s polomermi 7 + 5 a r)y, — ri (obr. T8.2), pricom prave
dotykové body tychto kruznic s trajektoériou stredu hviezdy st vyznacéné body, ktoré nam
pomdzu urcit tieto polomery. Jeden z vyznaénych bodov na vonkajsej kruznici totiz lezi na
kladnej z-ovej polosi prave na stradnici z = 4-10%m a na zdpornej x-ovej polosi lezi naopak

jeden z vyznaénych bodov trajektérie na vntitornej kruznici prave na siradnici = —2-10% m.
T T T T T T T T T
4 SOC L :
d‘ .~.~~~
§~~~
3 [ o" ~~5 1
‘O
L4
- 4 -
4
"
. \*
2 - K/ o il o \“ |
&" IS Ay
[ v . A b
\‘ \‘
7 *s [}
I ” ' U
/] e L
—~ " ’ 1
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1
OOO 0 [ : e 1 |
L[] [
= ' \ Ty TR rAt e
> o b I
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I
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_3 — 5~~ ”'o -
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[ ”f' 1
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z (108 m)

Obr. T8.2: Modra a ruzova kruznica ohraniCuju trajektériu stredu hviezdy zvonka
a zvnutra, pricom ich polomery vieme odcitat z vyznacenych bodov na x-ovej osi.
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Pre polomery 77y, i teda platia rovnosti

P+ =4-10°m, (T8.8)
7y — 1 =2-10°m, (T8.9)

ktorych vzajomnym séitanim dostdvame 2ry, = 6 - 108m, teda ry = 3 - 108m, a ktorych
vzajomnym odé¢itanim dostaneme zase 2rp = 2 - 108 m, odkial r; = 1-10°m.

Ked uz teraz pozname polomery kruznic, po ktorych sa hviezda pohybuje vplyvom gravitac-
ného posobenia oboch planét, tak ich vieme dat do vztahu s hmotnostami a polomermi drah
jednotlivych planét pomocou definicie taziska

]\4’/“;3x = MATA , (T810)
Mry = mprg. (T8.11)

KedZze uz pozndme hmotnost hviezdy aj polomer drahy planéty A, tak z rovnice (T8.10)
vieme vyjadrit hmotnost planéty A ako

/
_ My

TA

=11,2-10* kg|. (T8.12)

ma

Na urcenie hmotnosti planéty B nam treba zistit este polomer jej drahy, ktory ur¢ime podobne
opat z 3. Keplerovho zédkona v zjednodusenom tvare

T:  Ar?
—_ = = T8.13
ry GM’ ( )
odkial
GMT3
g = A 1 QB ~1,8-10"m~1,2au. (T8.14)
T

Teraz uz mame vsetko potrebné na vyjadrenie hmotnosti planéty B z rovnice (T8.11), ¢im
dostaneme

/
_ Mry

B

mp =1,9-10*" kg |. (T8.15)

Poznamka: Vysledna trajektoria stredu hviezdy, ktora je superpoziciou dvoch siihlasnych pohybov
po kruznici s rozdielnymi polomermi a uhlovymi rychlostami, je v geometrii znama ako epitrochoida.
Ak by ale jedna z planét obiehala v opacnom smere, tak by slucky nesmerovali dovnutra, ale von,
a slo by o tzv. hypotrochoidu. Obe tieto krivky patria do sirsej matematickej rodiny tzv. ruliet
(kriviek, ktoré vznikaji odvalovanim jednej krivky po druhej). Ako zaujimavost mézeme uviest, Ze
s rovnakym typom trajektorie sa vo vesmire stretavame tiplne beZne. Pri predpoklade kruhovych
drah vykonavaji presne takyto zlozeny pohyb napriklad mesiace planét vo vztaznej sistave spojenej
s materskou hviezdou. Rovnaky princip plati aj pre zdanlivy pohyb inych planét pri pohlade zo
Zeme. Vizualnym prejavom toho je napriklad retrogradny pohyb Marsu, ktory zodpoveda prave
slucke epitrochoidy, ktorti Mars na oblohe pri pohlade zo Zeme priblizne opisuje.
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T9] MIThenge (90b, autor: Patrik Pritrsky)

Na americkej univerzite MIT sa nachadza dlha hlavné chodba — the Infinite Corridor. Nie-
kolkokrat za rok sa stane, ze sa Slnko na oblohe dostane presne do takej polohy, Ze presvieti
cez presklené dvere a cez celi chodbu. Kedze je vyhlad z vychodnej c¢asti blokovany inou
budovou, tak tento tikaz nastava iba pri zapadoch Slnka.

Pri pohlade z vychodného konca chodby sa stred jej zapadného konca nachadza na azimute
A = 24581° (azimut je merany od severu smerom na vychod). Dizka chodby je I = 250 m,
vyska je h = 4m a Sirka w = 2,75m. Stradnice MIT st ¢ = 42,36°N a A = 71,09°W.
Uvazujte pozorovatela s vyskou h, = 2m stojaceho v strede vychodného konca chodby.

V tejto ulohe zanedbajte atmostéricki refrakciu pri horizonte, excentricitu zemskej orbity a vplyv
inklindcie zemskej osi na ¢asovu rovnicu. Predpokladajte, Ze deklinacia Slnka sa pocas diia nemeni.

(a) [5b] Vypocitajte uhlové rozmery zapadného konca chodby pre tohto pozorovatela.
(b) [25b] Odvodte rovnicu zavislosti deklindcie Slnka od dna roka.
(c) [25Db] Zistite, pre aku deklindciu bude Slnko zapadat na azimute A.

)

(d) [35b] Pomocou tychto vztahov a hodnot zistite, kedy nastane najblizsi MIThenge, teda
datum, kedy m4 Slnko deklindciu uréenti v podzadani (c). Dalej zistite ¢as, kedy v dany
den nastane zapad Slnka. Bude sa vam hodit vediet, ze jarnd rovnodennost nastala 20.
marca 2026 a ze sa MIT nachadza v ¢asovom pasme EST, teda UTC-5.

(a)

(b)

Na toto podzadanie nam staci obycajna planarna trigonometria;

h/2
uhlova vyska: oy, = 2arctan <?) = , (T9.1)
T w/2 5
uhlova sirka: oy, = 2arctan (l) = . (T9.2)

Na ttuto cast pouzijeme sféricki trigonometriu podla ndkresu na obr. T9.1. Vrcholy pouzitého
sférického trojuholnika st severny svetovy pol (NCP), severny ekliptikdlny p6l (NEP) a Slnko.
Velkosti stran su viditelné na obrazku T9.1.

Nech ) je ekliptikdlna dlzka Slnka (uhlova vzdialenost od jarného bodu). Kedze nulty po-
ludnik ekliptikdlnych suradnic prechddza jarnym bodom, uhol pri vrchole NEP v nasom
trojuholniku je A = 90° — \. Dosadime do kosinusovej vety pre sféricky trojuholnik

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(A) . (T9.3)
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Obr. T9.1: Sféricky trojuholnik pre vypocet deklindcie Slnka. Vrcholy tvoria severny
svetovy pél (NCP), severny ekliptikdlny pél (NEP) a samotné Slnko.

Po dosadeni hodnét (a = 90° — 4, b =90°, ¢ =, A = 90° — \) dostaneme

cos(90° — ) = cos(90°) cos(g) + sin(90°) sin(e) cos(90° — A) . (T9.4)

Vyraz postupne upravime s vyuzitim goniometrickych identit cos(90°—x) = sin(z), cos(90°) =
0 a sin(90°) =1
sin(0) = 0 - cos(e) + 1 - sin(e) sin(\) (T9.5)

sin(d) = sin(e) sin(\) . (T9.6)
Nakoniec vyjadrime vysledny vztah pre deklinaciu

0 = arcsin(sin(e) sin(\)) . (T9.7)

KedZze v zadani je uvedené, aby sme zanedbali excentricitu zemskej orbity, uvazujeme, ze Slnko
sa z nasho pohladu pohybuje po ekliptike konstantnou uhlovou rychlostou. Ekliptikalnu dizku
A tak vieme vyjadrit ako linearnu funkciu casu

360°

A ==
369,25

(N = Ny), (T9.8)

kde N je ¢islo dna v roku a Ny je den jarnej rovnodennosti (kedy A = 0°).
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Dosadenim tohto vztahu spéat dostdvame vyslednti rovnicu

360°
= i i .sin| —— — . . 51
0 = |arcsin [sm(s) sin (365,25 (N Nv)) ] (T9.9) 5b

( c) Nakreslime si dalsi sféricky trojuholnik. Tu si musime dat pozor na to, ze sférické trojuholniky
sa skladaji iba z hlavnych kruznic (preto nemo6zeme ako stranu pouzit deklina¢ni rovnobezku

Slnka).

Pouzijeme nauticky sféricky trojuholnik na obr. T9.2, ktorého vrcholy st severny svetovy pol
(NCP), zenit a Slnko na horizonte. Velkosti stran trojuholnika su zrejmé z obr. T9.2.

Obr. T9.2: Nauticky sféricky trojuholnik pri zapade Slnka. Strany spajaji severny sve-
tovy poél, zenit a Slnko na horizonte.

Pre tento sféricky trojuholnik mézeme pouzit sféricka kosinusovi vetu pre stranu 90° — ¢
c0s(90° — 0) = cos(90° — ¢) cos(90°) + sin(90° — ¢) sin(90°) cos(360° — A) . (T79.10) 15b
Vieme, 7ze cos(90°) = 0, sin(90°) = 1 a cos(90° — x) = sin(x). Rovnicu teda moézeme prepisat

do zjednoduseného tvaru

sin(d) = cos(¢) - cos(A) . (T9.11) 5b

Z toho si jednoducho vyjadrime sinus deklindcie 6. Dosadime hodnoty pre MIT (¢ = 42,36°)
a azimut stredovej osi chodby (A = 245,81°)

sin(d) = cos(42,36°) - cos(245,81°) ~ 0,7389 - (—0,4097) ~ —0,3027 , (T9.12)
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d = arcsin(—0,3027) ~ | —17,62°|. (T9.13)

Z predoslej casti vieme, ze deklindcia by mala byt § = —17,62°. Pre vypocet datumov vyjad-
rime ekliptikdlnu dizku A zo vztahu, ktory sme odvodili v ¢asti (b)
sin(d)

sin() = Lo (T9.14)

Po dosadeni dostavame

sin(—17,62°) _ —0,3027

. .
sinA) sin(23,44°)  0,3978

~ —0,7609 (T9.15)

pricom tento sinus zodpoveda dvom uhlom na ekliptike:
o A\ &~ 360° —49,54° = 310,46° ,
o Ao & 180° 4 49,54° = 229, 54° .

Pomocou rovnice z casti (b) vieme zistit, kolko dni po jarnej rovnodennosti sa bude slnko
nachddzat na danych ekliptikdlnych dizkach

369,25

AN =\
360°

(T9.16)

Pre A1 a Ay dostavame hodnoty: ANy ~ 315 a AN, ~ 233.

Vidime, ze skor nastane A9, a vieme dopocitat, ze to bude \8. novembra 2026 \

Nasledne pre vypocet ¢asu zapadu Slnka ur¢ime hodinovy uhol H. Vyuzijeme nauticky troju-
holnik z predoslej ¢asti. Hodinovy uhol H zodpoveda v tomto trojuholniku uhlu pri severnom
svetovom péle. Pouzijeme sférickt kosinusovi vetu pre stranu medzi zenitom a Slnkom (ktorej
di7zka je pri zapade 90°)

c0s(90°) = cos(90° — ¢) cos(90° — §) + sin(90° — ¢) sin(90° — §) cos(H ) . (T9.17)

Kedze cos(90°) = 0, cos(90° — z) = sin(z) a sin(90° — ) = cos(x), rovnicu upravime do tvaru
0 = sin(¢) sin(9) + cos(¢) cos(d) cos(H ) . (T9.18)

7 toho priamo vyplyva znamy vztah pre hodinovy uhol pri zdpade

_ sin(¢)sin(6) () tan
cos(H) = cos(0) cos(3) tan(¢) tan(J) . (T9.19)
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odkial po dosadeni dostaneme

cos(H) = —tan(42,36°) tan(—17,62°) ~ —(0,9119)(—0,3176) ~ 0,2896 , (T9.20)
H ~ 73,16°. (T9.21)
Kedze Zem rotuje rychlostou 15,00° = % za hodinu, ¢as uplynuty od pravého slneéného
poludnia je
t 73,167 4,877 h ~ 4 h 52 min 38 s (T9.22)
= [ o 1 . .
T 150

Pravé slnecné poludnie na MIT vsak nenastava presne o 12:00, pretoze univerzita nelezi na
centralnom poludniku svojho ¢asového pasma. Pasmo EST (UTC-5) ma referenc¢ny poludnik
75° W. Kedze MIT lezi na Ay = 71,09° W, nachadza sa o 3,91° vychodnejsie. Slnko tam
teda kulminuje skor o At

3.91°

Af —
"= Tom

~ 0,2607 h ~ 15 min 38 s. (T9.23)

Takze pravé slnecné poludnie nastane o 12 : 00 : 00 — 00 : 15 : 38 = 11:44:22 EST.

Vysledny cas zapadu Slnka v tento den je teda

tyapad = 11:44:22 4+ 4 : 52 : 38 =[16:37:00 EST]. (T9.24)

Poznamka: Ak sa pozrieme na presné predpovede na stranke MIT, tak zistime, Ze sa nas vypocet
sekol o priblizne 3 dni. To je sposobené viacerymi faktormi, ktoré sme v zadani pre jednoduchost
zanedbali (najma ohyb svetla v atmostére, excentricita zemskej orbity, ¢i nepresnosti s uvazovanim,
ze slnko bude na horizonte). Detailné informécie, merania a presné predpovede viete ndjst na https:

//web.mit. edu/planning/www/mithenge. html.

T10| Kozmologicka supernova (90b, autor: Radovan Lascsék)

30. decembra 2010 Hubblov vesmirny dalekohlad (HST) objavil v sihvezdi Velryba jednu
z najvzdialenejsich supernov. Tato supernova bola oznacena ako SN UDS10Wil a jej cerveny
posun bol uréeny na vécsi ako 1, konkrétne z = 1,91. Pri takto vysokych ¢ervenych posunoch
uz neplati Hubblov-Lemaitreov zakon, ktory je iba aproximéaciou pre blizky vesmir.

(a) [15b] Jeden z filtrov, cez ktory HST pozoroval, bol infracerveny filter F160W. Graf
zdvislosti jeho priepustnosti od vlnovej dizky je zobrazeny na obrdzku T10.1 niZsie.
Pod priepustnostou rozumieme pomer mnozstva svetla, ktoré prejde cez filter, k celko-
vému mnozstvu dopadajiceho svetla, vyjadreny v percentach. Z grafu od¢itajte interval
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Fo = (Amin0, Amax,0) VInovych diiok, ktoré filter prepusta, a odhadnite jeho priemernu
priepustnost 7 v percentach. Takisto odhadnite neistotu Amin,0, Amax,0 @ 7

50% ] -

40% B
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w
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1
T

[\~
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P _—

T T T T
12000 14000 16000 18000
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Obr. T10.1: Graf zavislosti priepustnosti (throughput) vo filtri F160W od vInovej dizky

(wavelength). Jeden angstrom (A) je rovny 0,1nm = 10~'°m. Zdroj: Hubble Space
Telescope User Documentation.

(b) [10b] Pri pozorovani HST vo filtri F160W supernova najjasnejsie zasvietila so zdanlivou
magnitidou mg, = 26,9 mag. Tito magnitidu opravte o priemernt priepustnost filtra,
ktoru ste stanovili v (a). Inymi slovami, urcte realnu zdanlivii magnitidu mp, supernovy
pri pozorovani v oblasti vlnovych diZok v intervale Fy. Neistotu mp, neurcujte.

Oznacenie ‘ Stred filtra ‘ Sirka filtra

U 3650 A 660 A
B 4450 A 940 A
\Y% 5510 A 880 A
R 6580 A 1380 A
I 8060 A 1490 A

Tabulka T10.1: Prehlad standardnych fotometrickych filtrov.

(¢) [15b] Kazda vlna ziarenia putujica vesmirom sa predlzuje v dosledku rozpinania ves-
miru. Vypoditajte, akému intervalu vinovych dlzok F = (Amin > Amax) zodpovedal de-
tekény interval Fy pri emitovani Ziarenia supernovou. Takisto vypocitajte neistotu Ay,
a Amax Na zdklade neistot Apino & Amax,0, Ktoré ste odhadli v (a). Akému filtru zo Stan-
dardného fotometrického systému (tabulka T10.1) najblizsie zodpoveda interval F?

Na kozmologickych skédlach existuje viacero roznych definicii vzdialenosti. Jednou z nich je
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luminozitna vzdialenost dy,, ktora je definovana pomocou modulu vzdialenosti ako
mr, — My = 5logd, —5 , [dL] = pc, (T10.1)

kde mp, je zdanlivd a My absolitna magnitida v danych intervaloch vinovych dlzok. Za-
nedbali sme absorpciu Ziarenia a K-korekciu, ktord by bola potrebna, ak by sme nepracovali
v zodpovedajucich si intervaloch Fy a [F.

Na popisovanie kozmologickych struktir je vhodnejSou definiciou vzdialenosti takzvana co-
moving distance dc. Uvazujme standardny ACDM kozmologicky model a plochy vesmir.
Comoving vzdialenost vieme potom vyjadrit ako

de = dy f(2), (T10.2)

kde dy = ¢/Hy je Hubblova vzdialenost, ¢ rychlost svetla, Hy Hubblova konstanta a f(z)
komplikovana funkcia ¢erveného posunu zobrazena na obrazku T10.2. Medzi luminozitnou
a comoving vzdialenostou navyse plati jednoduchy vztah di, = (1 + 2) dc.
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Obr. T10.2: Graf funkcie f(z) pre vypocet comoving vzdialenosti d¢. Prerusovanou ¢ia-
rou je zobrazena aproximécia pre malé ¢ervené posuny z (Hubblov-Lemaitreov zakon).

(d) [35b] Vypocitajte Mp. Neistotu neurcujte.

Rozpinanie vesmiru sposobuje natahovanie vin elektromagnetického Ziarenia, a teda aj predl-
zovanie ich peridd. Zaroven sa ale v rovnakom pomere predlzuji aj dalsie ¢asové intervaly (tie,
ktoré su vyrazne kratsie ako vek vesmiru), vratane diiky dosvitu supernovy. Bolo pozorované,
Ze po maxime jasnosti narastla magnitida supernovy o 1,5mag za Aty = 67 dni.
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(e) [10b] Vypocitajte redlnu dizku dosvitu At, ¢ize Casovy interval, za ktory stipla abso-
litna magnituda supernovy z maximalnej hodnoty My o hodnotu 1,5 mag.

(f) [5b] Na zaklade maximalnej absolitnej magnitidy My a ¢asu dosvitu At odhadnite typ
supernovy SN UDS10Wil. Vyuzite graf typického priebehu svetelnej krivky pre rozne
typy supernov na obrazku T10.3, ktory je nakresleny v takzvanom rest frame, teda vo
vztaznej sustave, ktora je v pokoji vzhladom na supernovu.

—Type la — Type |Ib Type lc — Type lIb Type ll-L —Type II-P Type lin

Absolute magnitude (visual)

a0 -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

Days since peak luminosity

Obr. T10.3: Typické priebehy svetelnych kriviek pre rozne typy supernov. Na hori-
zontalnej osi je znézorneny cas v jednotke dni od najvyssej jasnosti (Days since peak
luminosity), pricom Casova skéla je v takzvanom rest frame, teda vo vztaznej ststave,
ktord je v pokoji vzhladom na supernovu. Na vertikdlnej osi je znazornend absolttna
vizudlna magnitida — Absolute magnitude (visual). Typ supernovy je rozliSeny farebne,
legenda je uvedend nad grafom. Autor: Lithopsian.

(a) Rozsah vInovych dlzok, ktoré filter F160W zaznamenéva, uréime odéitanim z grafu pomocou
pravitka, ako je zobrazené na obrazku T10.4. Dostavame

Amino = (14000 + 200) A | (T10.3)
Amax0 = (16800 + 200) A . (T10.4)
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Priemernu priepustnost n odhadneme vodorovnou ¢iarou priblizne kopirujicou krivku prie-

pustnosti na intervale Fo = (Amino ; Amax,0) tak, aby zhruba rovnakéd plocha bola pod a nad
vodorovnou ¢iarou. Dostavame

n=(515+15) %] (T10.5)

System Throughput for F160W
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Obr. T10.4: Nacrt odcitania vlastnosti filtra F160W.

(b) Pri pozorovani cez filter zachytime iba n = (51,5 + 1,5) % = 0,515 + 0,015 toku svetla fo,

¢o sme odhadli v podzadani (a). Vztah medzi magnitidami mézeme vyjadrit Pogsonovou
rovinicou

mg, — My, = —2,510g<fo> : (T10.6)
nfo
z ¢oho
mr, = mg, + 2,51og(n), (T10.7)
= 26,9mag + 2,51og(0,515 + 0,015) , (T10.8)

= (26,2 mag . (T10.9)

Chybu n sme uz nepreniesli dalej, nakolko spdsobila vo vysledku rozdiel az na druhom desa-
tinnom mieste, ale mp, mame zadané iba na jedno desatinné miesto.

Cerveny posun je definovany ako

>\0 s_)\emi )\0 S
7= "2 b 2ok g (T10.10)

>\emit )\emit

kde Agps je v stucasnosti pozorovand vinova dlzka a Aemi; je v minulosti emitovana vlnova
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dizka. Preto pre hranice intervalov Fy, F plati

>\min 0 )\max 0
~——1l=z= — —1. T10.11
>\min © )\max ( )

Uvazovat v tomto kozmologickom kontexte o Dopplerovom posune nie je spravne. Rovnice
s nim nemaju nic¢ spoloc¢né. Ide cisto iba o to, ako definujeme cerveny posun. Upravou dosta-

vame
Amino (14000 + 200) A
o 0 _ =[(4810 + 70) A T10.12
Amin z+1 1,91 +1 (4810 £70) A, (T10.12)
Amaxo (16800 + 200) A
Ay = 0 _ - +70) Al T10.1
241 1,91 + 1 (5770 £ 70) (T10.13)

Najblizsie k tomuto rozsahu vinovych diZok je filter V, ktory sa podla tabulky T10.1 nachédza
v strede viditelného svetla v rozsahu +440 A okolo 5510 A. Zodpoved4 to minimélnej vlnovej
dizke 5070 A a maximélnej vinovej dizke 5950 A. Filter V je teda posunuty voéi intervalu F
o menej ako 300 A a m4 aj podobni Sirku.

V tomto podzadani je dolezité nestratit sa v troch roznych definicidch vzdialenosti. Inak
mame vsetko zadané a postup je priamociary. Zacneme vypoc¢tom Hubblovej vzdialenosti

2 -1 8 —1
¢ _ 2998 10ms . oesnipe, (T10.14)

d = —_—— fr—
H Hy 70kms™! Mpc_1

! na ms™! v Hubblovej konstante Hy. Vysledok si

kde nesmieme zabudnit premenif km s~
ponechavame s vysokou presnostou, kedze ide iba o medzivysledok a nechceme sa dopustif
zaokriihlovacej chyby. Dalej vypocitame comoving vzdialenost, pre ktort budeme potrebo-
vat od¢itat hodnotu f(z) pre z = 1,91 z grafu na obrazku T10.2. Od¢itanie je zobrazené
na obrdazku T10.5 a dostdvame z neho f(z = 1,91) = 1,18 + 0,05. Pre comoving distance

dostavame

de = dy f(2) = 4283 Mpc - (1,18 + 0,05) = (5050 + 200) Mpc . (T10.15)

Zo znalosti comoving vzdialenosti zistime luminozitni zadanym vztahom

dp, = (1 + Z) dc <T1016)
— (1 + 1,91) - (5050 + 200) Mpc (T10.17)
= (14700 + 600) Mpc. (T10.18)

Je dobré poznamenat, ze tato vzdialenost nezodpovedd vzdialenosti, ktort prekonalo svetlo
zo supernovy. Po prepoéte d, na svetelné roky zistime, Ze di, = 50 - 10°1ly, ¢o by ale svetlu
trvalo viac ako vek vesmiru, 13,8 - 10° rokov. Podobne to je aj pre comoving vzdialenost d,
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ktord je po prepocte na svetelné roky dc = 16,5 - 10°ly.

Poznamka: comoving vzdialenost sa zavadza preto, lebo najlepsie zodpoveda vzdialenosti supernovy
od nas, ktoru by sme namerali ak by sme k nej natiahli velmi dlhy meter. Ako je vsak mozné, zZe
nam vychadza védcsia ako stihol Iubovolny fotén vo vesmire od jeho vzniku prejst? Je to spoésobené
tym, ze vesmir stihol expandovat medzi emitovanim svetla supernovou a pozorovanim tohto svetla
nami. Supernova sa takto od nas odsunula dalej, ako stihlo prejst svetlo. Tento princip sa aplikuje
na cely vesmir. Funkcia f(z) sa pre velké z blizi k hodnote okolo 3,3. Po prepocte na comoving
vzdialenost vychadza dc = 46 - 10°ly, ¢o zodpovedd hranici pozorovatelného vesmiru.

Ako posledné staci dosadit dy, a mp,, ur¢ené v podzadani (b), do definicie luminozitnej vzdia-

lenosti
mg, — Mg = blogd;, —5 , [di] = pc, (T10.19)
¢im po uprave ziskame hladand absolitnu magnitidu
Myp = mp, —5logdy, + 5, (T10.20)
= 26,2mag — 5log ((14700 + 600) - 10°) + 5, (T10.21)
=1(—19,64 £+ 0,08) mag|. (T10.22)
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Obr. T10.5: Od¢itanie hodnoty f(z = 1,91).

(e) Ako sme zistili v podzadani (c), vlnové dlzky sa Skaluji s koeficientom (1 + z). Rovnako sa

skalujd aj periédy vin a ako napoveda zadanie, tak aj dlzka dosvitu supernovy. Preto plati

At

Aty

67 dni

T 1tz 14191

=23 dui].

(T10.23)

(f) Supernova ma magnitidu mensiu ako —19, takze jedinou moznostou je |typ la| To potvr-
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dzuje aj cas dosvitu, ktory je prilis kratky pre iné typy. Supernovy typu la vznikaji vtedy, ked
v dvojhviezdnom systéme nabali na seba biely trpaslik prilis vela hmoty, prekond Chandrasek-
harovu medzu a nedokaze zabranif vlastnému gravitacnému kolapsu. Supernovy tohto typu
maju podobné absolttne magnitidy a svetelné krivky, preto ide o velmi dolezité standardné
sviecky, ktoré nam pomahaju urcovat vzdialenosti vo vesmire.

T11 Sveteln)'f V}'/'kOI’I hViezdy (180b, autor: Vladimir Slanina)

A. Empirické pozorovania

V astrofyzike sa casto stretavame so vztahom, ktory vyjadruje imeru medzi svetelnym vy-
konom L hviezdy a jej hmotnostou M. Z prilozeného grafu vyplyva, ze hviezdy v réznych
intervaloch sa spravaju podla roznych mocninovych zavislosti v tvare

L M\°
— =bH — . T11.1
- (M@> (T11.1)

A.1 [30b] Na zaklade prilozeného grafu rozdelte hviezdy podla ich hmotnosti na niekolko
vhodnych intervalov a pre kazdy interval vypocitajte koeficienty a, b.
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Obr. T11.1: Logaritmicky graf zavislosti L/Le od M /M.
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B. Teoreticky vypocet teploty

Budeme uvazovat jednoduchy model sférickej nerotujicej hviezdy s hmotnostou M a po-
lomerom R zloZenej len z vodikovej plazmy (plne ionizovaného vodika, teda sa vo hviezde
nachédzaju iba jadra vodika a elektrony). Hviezdu mozeme povazovat za stbor tenkych si-
strednych gulovych skrupin s hribkou Ar « R a hustotou p(r).

Pri analyze tekutych telies nas ¢asto zaujima hydrostaticka rovnovaha, ktora nastava, ked je
vyslednica tiazovej sily a tlakovych sil nulova.

B.1 [15b] Napiste rovnicu hydrostatickej rovnovahy pre skrupinu vo vzdialenosti r od stredu
hviezdy. Vysledok vyjadrite pomocou r, Ar, p(r), rozdielu tlaku medzi susednymi skru-
pinami Ap(r), hmotnosti plynu pod skrupinou M, (r) a zédkladnych fyzikalnych kon-
stant. Moze sa vam hodit obrazok T11.2.

p(r + Ar)

Obr. T11.2: Na gulovi Supku posobi zvnitra tlak p(r) a zvonku p(r + Ar).

V dalsich podulohdch budeme uvazovat p(r) = konst. = p a takisto konstantni teplotu
T(r) = konst. Dalej uvazujme, 7e na povrchu hviezdy je tlak p(R) = 0 a tlak v strede hviezdy
je p(0) = po. Pre hruby odhad budeme predpokladat, ze sa hviezda skladé iba z dvoch skrupin
s rovnakou hmotnostou.

B.2 [10b] Pouzitim vysledku z podulohy B.1. vypocitajte tlak v strede hviezdy len pomocou
M, R a zakladnych fyzikdlnych konstant.

B.3 [10b] Vyjadrite teplotu Slnka 7} za predpokladu, Ze sa plazma sprava ako idedlny plyn.
Odpoved vyjadrite pomocou M,R a zakladnych fyzikalnych konstant.

Vodik pri nizkych teplotdch (menej nez miliény stupriov) vytvara dvojatémové molekuly Ho,
no v Slnku, kde je teplota v jadre zhruba 15 miliénov kelvinov, sa nachadza v plne ionizova-
nom stave v podobe protonov. Ide teda o jednoatoémové molekuly, preto mé ionizovany vodik
s = 3 stupne volnosti (mdze sa pohybovat v smeroch z,y, 2).
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B.4 [15b] Pomocou viridlovej vety (angl. virial theorem) vypocitajte stredni teplotu 75
vnutri hviezdy. Vysledok vyjadrite pomocou M, R a zédkladnych fyzikalnych konstant.

Napoveda: Praca, ktort by ste vykonali na rozobratie vSetkych hmotnych castic tvoriacich
homogénne gulové rozlozenie hmotnosti M a polomeru R z tohto rozloZzenia do nekonecnej
vzdialenosti od seba navzajom, je rovna 3GM?/(5R).

Vo vnutri Slnka (a hviezd hlavnej postupnosti) dochddza k vytvdraniu energie prostrednic-
tvom exoenergetickych jadrovych reakcii. Zakladnym procesom je fizia jadier vodika (H™)
v tzv. protén-proténovom (p — p) cykle. Prva reakcia tohto procesu je ftzia dvoch proténov

p+p—3D+et + .. (T11.2)

B.5 [15b] Vypocitajte potrebnu teplotu hviezdy T3 na faziu protonov, ak k ich fazii docha-
dza, ked sa k sebe priblizia na vzdialenost d, = 1,5 - 107 m. Uvazujte, Ze pociatocnd
vzdialenost proténov je omnoho vacsia ako d,, a obidva k sebe priamo smeruji rovnakou
rychlostou. Vyuzivajte iba znalosti z klasickej fyziky.

B.6 [10b] Porovnajte vysledky ziskané v castiach B.3, B.4 a B.5. V ktorej casti je urcend
teplota najblizsie k teplote Slnka? Kratko zdévodnite vzniknuté rozdiely medzi jednot-
livymi vypocitanymi teplotami a skutocnou hodnotou Slnka.

C. Vypocet ziarivého vykonu

Fiziou proténov vznika pozitrén (e't), ktory dalej anihiluje s elektrénmi (e™), ktoré sa na-
chadzaja vo hviezde.
et +e —2y. (T11.3)

Pri anihildcii vznikaja fotény (), ktoré ale z hviezdy neunikaji priamo. Dochéadza k ich
rozptylu a vstupuju do mnozstva termonukledrnych reakcii predtym, nez sa dostani na po-
vrch. Tieto nahodné procesy vieme popisat procesom nazyvanym difizia, ktory je vyjadreny
prvym Fickovym zakonom. Ten hovori, Ze hustota toku je imerna gradientu koncentracie.

KedZe je nas model hviezdy radidlne symetricky, tak je Fickov zakon matematicky vyjadreny
ako Au

F= _DE’ (T11.4)
kde F je svetelny tok (v jednotkdch W m™2), Au je mald zmena energetickej hustoty Ziarenia
¢ierneho telesa (v jednotkdch Jm=3) a D > 0 je konStanta imernosti, ktora sa nazyva diftzny
koeficient. Fyzikalny vyznam znamienka minus je, Ze teplo prudi z teplejsich oblasti (s vyssou
energetickou hustotou) do chladnejsich oblasti (s nizsou energetickou hustotou).

C.1 [13b] Odvodte vztah pre energetickti hustotu ziarenia ¢ierneho telesa u pomocou tep-
loty telesa T" a zakladnych fyzikalnych konstant. Pri energetickej hustote Ziarenia pre
jednoduchost uvazujte z kazdého zdroja na povrchu c¢ierneho telesa len radidlny pris-
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pevok daného luca. Vyuzite fakt, ze ¢isto radidlne Siriace sa ziarenie tvori 1/4 celkovej
energie vyziarenej elementom povrchu.

Napoveda: predstavte si objem energie vyziarenej Ciernym telesom za cas At.
Uvazujme dalej, ze hviezda ma homogénnu teplotu 75 a mimo hviezdy je teplota T' = 0 K.

C.2 [7b] Vyjadrite svetelny tok medzi jadrom hviezdy, kde T'(0) = T5, a jej povrchom, kde
T(R) = 0, pomocou D, Ty a zakladnych fyzikalnych konstant.

Diftzny koeficient sa vztahuje na ¢asticu pohybujticu sa prostredim.

C.3 [10b] Na zaklade rozmerovej analyzy uréte hodnoty «, 3,7 za predpokladu, ze plati
D = %)\apﬁv“f, kde A je strednd volna drédha castice (stredné vzdialenost, ktort ¢astica
prejde pred tym, nez narazi do inej Castice), p je jej hybnost a v je jej rychlost.

V plne ionizovanej hviezde fotony interaguju hlavne s elektrénmi. Efektivny prierez pre inte-
rakciu elektréonu a foténu je dany vztahom

87 [ ahc \?
O = 3<m 02) , (T11.5)

62
dmeghc”
vo hviezde pochadzaju z rozkladu vodika na jeho jadro a elektrénovy obal.

kde m, je hmotnost elektronu a o = Uvazujte, ze vSetky elektrony nachadzajice sa

C.4 [15b] Vyjadrite diftzny koeficient pomocou o, hustoty elektrénov n. (pocet elektrénov
na jednotku objemu) a zdkladnych fyzikdlnych konstént.

C.5 [30b] Vyjadrite svetelny vykon hviezdy len pomocou M a zékladnych fyzikalnych kon-
stant. Vycislite tento vykon pre Slnko a porovnajte ho so skuto¢nou hodnotou Slnka.
Urcte koeficient a z rovnice (T11.1) pre tento model. Ku ktorému z intervalov hmotnosti
hviezd z podilohy A.1 je tento model najblizsie?

Poznamka: Ak sa vam nepodarilo urcit Ty, méZete predpokladat Ty oc MR™' a na zdklade
toho urcit hodnotu koeficientu a.

Kedze uz mame zadany priamo log-log graf, tak je prirodzené zlogaritmovat rovnicu (T11.1),
¢im ziskame

L M
Jednotlivé intervaly teda budd mat tvar priamky.

Teraz je klucové si rozmysliet, kolko intervalov vlastne hladame. Prvy nam do oka urcite
padne posledny ,chvostik®“ postupnosti hviezd, v ktorom je najmensia ,hustota“ hviezd.
Podobne v prvom tseku pozorujeme vyssiu hustotu hviezd. Ked sa dalej budeme pozornejsim
okom pozerat na stredny tsek alebo by sme sa ho pokusili prelozit jednou priamkou, tak by
sme si mohli vSimniit, Ze tam je v skutocnosti este jeden prechod — celkovo je teda postupnost
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hviezd rozdelena 4 intervaly, vid obr. T11.3.
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Koeficienty a;,b; i-teho intervalu uréime tak, ze dany interval prelozime priamkou a najdeme
na nej 2 body [xi1, yin ], [Ti2, ¥i2]. Z nich potom vieme vypocitat hladané koeficienty ako

_ log1o(4i2) — logyo(vin)
logo(2i2) — logyo(wi1)
bi = logyo(yi1) — alogo(win) -

(T11.7)

Qi

(T11.8)

=== M<0.43My: L=0.23-M23°
0.43Mo <M<2Mg: L=1.00-M414

oo == Mo <M<55Mo: L=132-M3% o,
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Obr. T11.3: Postupnost hviezd rozdelena na jednotlivé intervaly.

B.1 Nakolko uvazujeme sférickii nerotujicu hviezdu, na skrupinu posobi iba vztlakova sila a

gravitacna sila, obidve v radialnom smere. Rozpisme si preto sily, ktoré posobia na skrupinu
smerom dovniitra a smerom von z hviezdy. Oznac¢me si Am hmotnost skrupiny a S jej povrch.

Potom
GM,(r)A
Fdovnutra = p7<a72n)7n + p(?“ + AT’)S, (Tllg)
Foon = p(r)S. (T11.10)

Predpokladame Ar « r, preto povrch skrupiny je rovnaky zvnutra ako zvonku, a to S =
47r?. Hmotnost hviezdy vypocitame priamociaro podla hustoty ako Am(r) = AVp(r) =
47r? Arp(r). Hydrostaticka rovnovaha potom hovori, 7e

(T11.11)

F von — F, dovnutra 5

s _ GM,

— A A Arp(r) + p(r + Ar) - 4dnr?, (T11.12)
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odkial po upravach dostavame

GMy(r)p(r)  p(r+ Ar)—p(r)  Ap
— e _ v = | (T11.13)

Na vonkajsiu skrupinu posobi gravitac¢na sila vnutornej skrupiny, ktora ma hmotnost M, =
M /2. Hustotu uvazujeme v celej hviezde konstantni, preto

M M
= — = —. T11.14

V zadani méame dané 2 hodnoty tlaku, z ¢oho pre ich rozdiel dostaneme Ap = p(R) —p(0) =
—po. Z toho prirodzene plynie Ar = R — 0 = R. Dosadenim do rovnice hydrostatickej
rovnovahy ziskame

G4 M
—Po 2 2mR3
7 = RJQ , (T11.15)
z ¢oho po upravach
3GM?
= T11.16
Po STRA ( )
Stavova rovnica idealneho plynu je
pOV = NkBTl s <T1117)

kde N je pocet castic tvoriacich plyn. Slnko sa sklada z vodikovej plazmy, teda iba z proténov
a elektronov, pricom na kazdy protéon pripada 1 elektron. Z toho plynie N = 2N,. Kedze
mp » M., tak pocet proténov je N, = M/m,, z ¢oho pre celkovy pocet Castic mame N =
2M /m,,. Po vyjadreni teploty 77 a naslednom dosadeni ziskame

T _ pOV _ 38?1']};{12 %WRS — GMmp (T]_l 18)
' Nkg Mg, dkpR '
Viridlova veta
2K +U =0, (T11.19)

udéva vztah medzi kinetickou energiou castic K a gravitacnou vézbovou energiou U vo vi-
ridlovej rovnovahe. Strednd kineticka energia jednej Castice s termodynamickou teplotou 75
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je rovna s/2 - kgTy = 3/2 - kgTy. Celkova kinetické energia Castic tak je

3 3. M M
K = SNkgTo = 2 (27~ ) kpTy = 3~ kpT. (T11.20)
2 2\ my my
Gravitacnd vizbova energia pre gulu s konstantnou hustotou je U = —3GM?/(5R), preto
podla viridlovej vety plati
M 3G M?
2-3—kgT; = T11.21
m, 0 C 5R ( )
z ¢oho
GMm
T = P T11.22
> 10ksR ( )

Protény musia mat dostatocéni pociatocnu rychlost v nekonecéne na to, aby sa mohli k sebe
priblizit na vzdialenost d,. Pre elektrostaticki energiu medzi dvomi proténmi (kazdy ma
naboj e) plati

1 e?

= - T11.23
471'50 dp ( )

Zo symetrie situdcie sa v bode najvacsieho priblizenia zastavia (vo vztaznej ststave ich
taziska), preto podla zédkona zachovania energie

E. =2E, = mvj . (T11.24)

Ako sme uz vyuzili v predchadzajicej podilohe, stredna kineticka energia castice s teplotou
Ty je 3kpT3/2 = Ex = mu2/2. Po dosadeni do rovnice T11.24 a naslednom vyjadreni hladane;j
teploty ziskame

2

e
Ty=———=37-10°K|. T11.25
3 127T€0dep ’ ( )

Ak do vztahov dosadime hodnoty pre Slnko (M = Me, R = Re), dostaneme radovo hodnoty
o« Ty =58 109K,
o Th =23 10K,
o T3 =3,7-10°K.

Z vysledkov vidime, ze teplota T} ziskana z hydrostatickej rovnovahy je najblizsie k teplote
Slnka Te = 15 - 106 K. Zdrojom rozdielu vo vSetkych pripadoch je samozrejme uvaZovanie
konstantnej teploty v celej hviezde. Prvy aj druhy model takisto predpokladaji homogénne
rozlozenie hmoty (konstantnt hustotu), avsak v skuto¢nosti hustota smerom od jadra hviezdy
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klesa. Takisto si vSimnite, ze teploty 17,75 sa od seba navzijom lisia iba o multiplikativnu
konstantu.

Teplota T5 je radovo tplne ind ako hodnoty T a T5. Jeden z dovodov je ten, ze tato hodnota
vobec nezavisi od parametrov hviezdy. Takisto si vieme vsimnif, ze tato hodnota je o 3
rady vyssia ako skutoéna hodnota Slnka, teda by v skutoc¢nosti ani k jadrovym fziam vobec
nemalo dochadzat. Dovod, preco k fuziam aj napriek tomu dochédza, je, ze vdaka kvantovému
tunelovaniu mézu protény prekonat potrebnt energetickii ,,bariéru“. Dalsi (druhotny) dévod
je ten, ze vztah pre stredni kinetickt energiu castice hovori len o strednej hodnote jej energie,
ktora patri do Maxwell-Boltzmannovho rozdelenia. Kedze ide o Statistické rozdelenie, tak je
nenulova pravdepodobnost toho, ze aj pri nizsich teplotach bude dochadzat k fuzii.

Podla Stefan-Boltzmannovho zdkona je vykon vyziareny z jednotkovej plochy ¢ierneho telesa
I = 0T*. 7 celej hviezdy je tak za ¢as At vyziarena celkové energia

E = IAt-47R* = 4n R*0cT*At . (T11.26)

Uvazujme zatial iba radidlne ziarenie. Za cas At prejde svetlo drahu cAt, teda vyplni objem
V = 47 R%cAt.

Hustota cisto radialneho ziarenia potom je

Urad = 75

E  4nR*cT'At o,
V. 4AxR2cAt ¢

(T11.27)

Ziarenie ale vyzaruje do celého polpriestoru dané¢ho dotykovou rovinou k povrchu hviezdy a
k tomu ani nie izotropne, ale ako kosinovy ziari¢. Nastastie nam namiesto presného pocitania
staci vyuzit fakt v zadani, Ze u,.q tvori 1/4 celkovej hustoty Ziarenia u, teda

4
U= Aty = 2T, (T11.28)
C

~ L

Obr. T11.4: Znazornenie uvazovaného sirenia ziarenia.
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Obdobne ako v podilohe B.2 riesime zmenu Au = u(R) — u(0) na vzdialenosti Ar = R — 0,
teda

u(R) — u(0) W P(R)* — 42T(0)* 40Ty
F=-D—ro——~=-D-= < =D . T11.29
R—-0 R cR ( )
Jednotky veli¢in vo Fickovom zakone st
[F]=Wm™?=Js'm?, (T11.30)
Au
—|=Jm™. T11.31
L (T11.31)
Z toho plynie
LF] 2 1
Jednotky premennych na pravej strane rovnice D = %)\o‘pﬁv'y si
[A] =m, (T11.33)
[p] = kgms™*, (T11.34)
[v] = ms™'. (T11.35)

Vsimnime si, ze hybnost obsahuje jednotku hmotnost, zatial ¢o difizny koeficient D nie.
Z toho plynie 8 = 0. Po tomto pozorovani lahko nahliadneme, ze @« = 1 a v = 1. Vysledna
rovnica pre difizny koeficient je

1
D= (T11.36)

Riesime difuziu foténov v hviezde, ktoré sa pohybuju rychlostou v = c.

Ostava nam uz len urcit stredni volnua drahu A. Elektrony v hviezde maji zarucene rychlost
Ve K ¢, z Coho vyplyva, ze ich m6zeme povazovat za statické body, ktoré si rovnomerne roz-
lozené v priestore s hustotou n.. Nad foténom teraz uvazujeme ako nad casticou s prierezom
0. Pri posune o drdhu [ tak v priestore ,,vytne“ objem V' = o.l. V tomto objeme sa nachadza
Ne = neV = nyoel elektronov. Strednéd volna draha A hovori o strednej dréhe, ktoru prejde
castica medzi dvomi zrazkami. Kedze na drahe [ doslo k N, zrazkam, tak priemerna draha
medzi dvomi zrazkami je

Ao b - (T11.37)

Pre difizny koeficient tak dostavame

cl. (T11.38)
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V tejto podulohe pospajame vsetko, ¢o sme si odvodili, dokopy.

Zo symetrie vyplyva, Ze na povrchu hviezdy bude konstantny svetelny tok F', preto celkovy
vykon hviezdy je
L=F 4nR*. (T11.39)

Za F dosadime z rovnice T11.29

p__C 40T? _ 40T
3n.0. CR 3neo. R

(T11.40)

Hustotu elektréonov vyjadrime cez hmotnost hviezdy. Ako sme uz odvodili, pre celkovy pocet
castic plati N = 2M /m,, a takisto N = 2N,. Hustotu elektrénov tak vypocitame jednoducho

ako
M

N presn 3M
e M . T11.41
" \% %ﬂ'RS A7 R3m,, ( )

Dosadenim do rovnice T11.40 a néaslednym dosadenim do rovnice

40T* 47 R3m,, 64m2om, RAT*
= —— L 4nR? = D T11.42
30.R 3M 90 M ( )
Napokon ostava uz len dosadenie teploty 75 z rovnice T11.22:
I 64m%om, R* ' G4M4m§ _ 647?20G4mg 5 (T11.43)
90, M 10 000kg R4 90 0000k '

7 vysledku vidime, 7Ze sa nam krasne vykratil polomer hviezdy R a skutocne nam ostala
zévislost od fyzikdlnych konstant a M. Kedze ndm vyslo Loc M3, a teda a = 3, tak vysledok
je najblizsie k 3. intervalu, v ktorom st hviezdy v intervale hmotnosti 2Me < M < 55Me.

Najprv si pre prehladnost vyéislime o, = 6,652-1072° m?. Po vyéisleni zvysku a pre M = Mg
dostaneme

L=21-10"W =55Lo|. (T11.44)

Vysledok je rddovo rovnaky, ako skuto¢nd hodnota svetelného vykonu Slnka. Na to, ako velmi
hrubé odhady sme vyuzili a ako velmi komplikované procesy prebiehaji v Slnku, to vobec
nie je zly vysledok.
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T12| Oslava pristatia na Marse II (235b, autor: Viadimfr Slanina)

Ohlasy obyvatelov oboch planét na darcek zaslany Zemou pri prilezitosti dvojstého vyrocia
prvého pristatia ¢loveka na Marse v roku 2230 boli také silné, az sa tato udalost zapisala
do historickych andlov ako ,,Den medziplanetarneho vdakyvzdania®. Politici oboch planét
sa zhodli, ze by tuto udalost chceli zopakovat. Rovnako ako pri prvom starte bude raketa
startovat po parabolickej trajektorii (vzhladom na Slnko) tak, Ze jej vektor rychlosti bude
rovnobezny s obeznou rychlostou Zeme. Na to, aby raketa preletela blizko Marsu, musi nastat
vhodna konfiguracia Zeme a Marsu. Predpokladajte kruhové orbity Zeme a Marsu a pokial
nie je povedané inak, uvazujte iba gravitacny vplyv Slnka.

Mo6zu sa vam hodit vztahy pre pohyb telesa po parabolickej trajektorii, ktoré ste uz odvodili

na regionalnom kole

po 2o (T12.1)

" 1l+cosv’

t

tan — + — tan® — T12.2
= an an ( )

B Pgr/2 v 1 v
a 2 3 2) "
kde r je okamzitd vzdialenost, r, je vzdialenost v pericentre, v je pravd anomalia, ¢ je cas,
ktory uplynul od momentu prechodu pericentrom, a Pg je siderickd obezna doba Zeme.

(a) [25b] Aky uhol ay zvierali Zem-Slnko-Mars v case Startu rakety a aky uhol as budi
zvierat v case preletu rakety okolo Marsu?

Tuato udalost chet dalej politici zopakovat v roku, kedy nastane pekné okrihle vyrocie. Zhodli
sa, ze to zopakuju pri prilezitosti 300. vyrocia prvého pristatia na Marse.

(b) [20b] Uréte s presnostou na tyzden, v ktory den by mohla raketa v roku 2330 priletiet na
Mars po parabolickej trajektérii. Posledna opozicia Zeme a Marsu nastala 16. januéara
2025.

Doposial sme zanedbévali gravitacny vplyv planét a uvazovali jedine vplyv Slnka. Pri starte
rakety a pri jej prelete v tesnej blizkosti Marsu ale bude na raketu aj na vyhodeny balik
posobif najmé gravitacia jednotlivych planét, s ktorou v podilohach (c) az (g) v blizkosti
planét uz budeme pocitat.

(c) [10b] Dokazte, ze ked sa raketa pohybuje v blizkosti Zeme alebo Marsu, tak sa pohybuje
vo vztaznej sustave danej planéty po hyperbolickej trajektorii.

(d) [25b] Vypocitajte najmensiu rychlost Awvy, o ktord musi raketa zrychlit, aby po opus-
teni zemského gravitacného pola presla na uvazovanu parabolickt drahu voci Slnku.
Predpokladajte, ze raketa Startuje z nizkej obeznej drahy Zeme (LEO), teda z vysky
he = 400 km nad zemskym povrchom.
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(e) [45b] Raketa pri Marse nezastavi, ale v. momente najvicsieho priblizenia preleti okolo
neho vo vzdialenosti hg = 800km od povrchu. Vypocitajte rychlost rakety v" v bode
najvacsieho priblizenia vo vztaznej sustave Marsu.

Bez ohladu na to, aky vysledok ste dostali v podulohe (e), pocitajte dalej v podilohach
(f) a (g) s hodnotou v' = 20,0kms™.

(f) [55b] Kedze raketa na Marse nepristdava, bude musiet mat systém, ktorym by sa balik
vedel vystrelif z rakety. Vypocitajte najmensiu rychlost Avy vystrelenia balika vzhladom
na raketu potrebnu na to, aby balik po vystreleni z miesta najvicsieho priblizenia
dopadol na povrch Marsu. Balik nemusi byt vystreleny rovnobezne so smerom pohybu
rakety.

(g) [35b] Mars bude pri prelete rakety v jeho blizkosti sluzit ako gravitaény prak, v désledku
¢oho dbjde k odkloneniu trajektérie od povodne uvazovanej parabolickej. Vypocitajte
uhol odklonenia v vo vztaznej stustave Marsu.

Predpokladajme, Ze raketa pokracovala dalej po svojej parabolickej drahe, ktori sme doposial
uvazovali, bez zmeny smeru a rychlosti v blizkosti Marsu.

(h) [20b] Odhadnite vzdialenost dy a latenciu 7, prijimaného signdlu medzi Zemou a rake-
tou v case, ked astronauti v tejto rakete nadobudnu déchodkovy vek. Uvazujte, ze boli
do vesmiru vyslani ako 25-ro¢ni a pri miere zvysovania déchodkov bude v roku 2330
dochodkovy vek 85 rokov. Pripominame, ze latencia je cas, za ktory sa obojsmerne
vymeni informacia medzi raketou a Zemou.

.

(a) Uréme najprv rovnakym spésobom ako v regiondlnom kole ¢as, ktory uplynie od startu rakety
do momentu, kedy pretne orbitu Marsu. V tom okamihu pre jej vzdialenost od Slnka plati
r = ag, takze podla rovnice (T12.1) plati

2ry
= T12.3
T T cosv’ ( )
2ry . R
CcoOsvg = — — = g =718, (T12.4)
ag
a doba letu k Marsu je potom podla rovnice (T12.2) rovna
Pev/2 1
t = 27{ (tan % + 5 tan’ ”26) = 69,9 dni. (T12.5)
Teraz uré¢me este obeznii dobu Marsu pomocou 3. Keplerovho zakona
U _ % Ps =Py 2 . 687,2 dni (T12.6)
_— = — =4 = e == ni. .
PC% PQ% 3 [2] o )
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Pocas letu rakety opisu Zem a Mars na svojich obeznych drahach uhly

t
Aag = — - 360° = 68,97, (T12.7)
Pg
t
Aag = — - 360° = 36,6°. (T12.8)
Ps

Vieme teda, ze po case t bude z pohladu zo Slnka uhol medzi pévodnou polohou Zeme a
konec¢nou polohou Marsu a; + Aag. Kedze musi presne tento uhol z pohladu zo Slnka prejst
aj raketa, musi teda platit

o + Aag = vg, (T12.9)

= vg — Aag = . (T12.10)

Uhol Zem-Slnko-Mars v ¢ase preletu rakety okolo Marsu uz teraz uré¢ime jednoducho, kedze

odkial po uprave dostavame

od startu rakety sa vplyvom obehu Marsu okolo Slnka tento uhol zvysil o Aag a vplyvom
obehu Zeme okolo Slnka sa zase naopak znizil o Aag. V ¢ase preletu rakety okolo Marsu tak
plati

ay = a1 + Aag — Aag = vg — Aag i. (T12.11)

Synodickt obezni dobu Marsu uré¢ime podobne ako na regionalnom kole ako

2m 2m 1 . ,
Pon=q =2 2 = T = —(197dal. (T12.12)
3 Ps  Pg Ps  Pg

Za At = 2330 — 2025 = 305 rokov prebehne synodickych periéd priblizne

At
= 143. (T12.13)
| Py

Od poslednej opozicie Marsu 16. januara 2025 si tak vieme odpocitat 143 synodickych periéd,
ktoré trvaju 143 - |Pyyn| = 111493 dni. Je pritom délezité medzivysledky priebezne nezaok-
ruhlovat, kedze na casovej skale 305 rokov vie aj mald zmena v siderickej peridode vyrazne
ovplyvnit vysledny datum.

Od roku 2025 do roku 2329 je 73 priestupnych rokov (nasobkov styroch od 2026 do 2328 je 76,
od ¢oho ale treba este odpocitat roky, ktoré st nasobkami 100 a nie s nasobkami 400, cize
roky 2100, 2200 a 2300). Prislusnych 305 rokov teda ma dokopy 365 - 305 + 73 = 111 398 dni,
takze nam este ostava 95 dni do opozicie. Potrebujeme teda zistit den, ktory je 95 dni po
datume 16. januara 2330, respektive zistit 111. den v roku 2330. Kedze ide o nepriestupny
rok, tak prvé tri mesiace maju dokopy 31 + 28 + 31 = 90dni a ostalo ndm este 21 dni, takze
opozicia nastane 21. aprila 2330.
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V case preletu rakety okolo Marsu vsSak nebol Mars v opozicii, ale uhol Zem-Slnko-Mars
mal podla vysledku podulohy (a) velkost s = 2,9°. KedZe mé Zem vysSiu obehovi uhlovii
rychlost, tak sa velkost tohto uhla v ¢ase zmensuje, pricom na povodnui hodnotu sa vrati za
jednu synodicku periédu Piy,. Z velkosti a sa tak tento uhol zmensi na nulovi velkost (teda
na velkost prislichajicu opozicii Marsu) za ¢as

(8%

2g0s " Panl = 6ni. (T12.14)

Prave o takyto casovy usek skor, nez nastane opozicia Marsu, tak moéze raketa priletief na

Mars, ¢o teda nastane priblizne ‘ 15. aprila 2330 ‘ Kedze je synodicka perioda Marsu vacsia

nez 1 rok, tak ziaden iny vhodny okamih v roku 2330 uz urcite nenastane.

V blizkosti Zeme musi mat raketa dostatocnu rychlost nielen na unik z gravitacného pola
Zeme, ale aj na nasledny unik z gravitacného pola Slnka. To vsak znamend, Ze po tniku
z gravitacného pola Zeme jej vzhladom na Zem musi ostat este nejaka nenulovad zostatkova
rychlost. Kedze na okraji sféry vplyvu ma raketa voci Zemi kladnu kinetickt energiu a nulovi
potencialnu energiu, tak jej celkova mechanickd energia vo vztaznej sistave Zeme je nutne
kladnd (E > 0), takze sa musi v jej blizkosti skuto¢ne pohybovat po hyperbolickej trajektorii.

V blizkosti Marsu vieme argumentovat velmi podobne, Ze po tniku z gravitacného pola
Marsu musi mat raketa stale dostatocéni rychlost aj na unik z gravitaécného pola Slnka.
Druhym spésobom je zameraf sa na to, ze do oblasti gravitacného vplyvu Marsu vleti raketa
nenulovou rychlostou, a tak touto istou rychlostou z danej sféry urcite aj vyleti. Oba tieto
pohlady vedu opat k tomu, Ze po iniku z gravitacného pola Marsu ma raketa kladnt energiu
voc¢i nemu, z ¢oho jasne vyplyva, ze sa v jeho blizkosti pohybuje po hyperbolickej trajektorii.

Rozdelme si tuto podilohu na dve ¢asti, a to na Unik z gravitacného pola Slnka a na tnik
z gravitacného pola Zeme. Uréme teda najprv, akou rychlostou v, ¢ sa bude musief raketa
pohybovat voc¢i Zemi v nekonecne, aby mala stale dostato¢ni rychlost na tunik z gravitacného
pola Slnka. V tom jej bude pomahat rychlost Zeme voci Slnku

2mag
Po

Vg = =29 8kms', (T12.15)

a tak pre jej vlastnu rychlost po tiniku z gravitacného pola Zeme musi platit

Gm 2GM
§m<voo,€9 + Uea)2 N 0 = uvpe= °

—vg =12,3kms™".  (T12.16)
ag ae

V gravitacnom poli Zeme sa zase raketa pohybuje po nizkej obeznej drahe Zeme s pociato¢nou
rychlostou voci Zemi
GMg

=767Tkms™'. T12.17

VLEO =
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Pociatocna energia rakety pritom musi byt rovnaka ako jej zostatkova kineticka energia po
opusteni gravitacného pola Zeme, takze pre potrebny rozdiel rychlosti bude platit

1 Gm@m 1
§m(ULEO + AU1)2 - m = 57’”@3@’@ s (T1218)
2GMg
Avy = 4 [v? — =|8,76kms"|. T12.19
V1 \/UOO,GB + R@ n h@ VULEO ) ms ( )

Poznamka: Ak by sme sa pokusali spravit cely vypocet potrebnej tinikovej rychlosti priamociaro
cez zakon zachovania energie, teda tivahou, ze pociatocna kineticka energia sa spotrebuje na narast
potenciilnej energie voci Slnku aj voc¢i Zemi, dostali by sme nespravny vysledok. Museli by sme to
totiz celé pocitat v jednej vztaznej sistave (napr. vo vztaznej sistave Slnka), v ktorej sa vsak Zem,
voci ktorej by sme tiez pocitali potencidlnu energiu, pohybuje. V skutocnosti sa tak raketa nachadza
v pohybujiicom sa gravitacnom poli, ktoré na nu kona pracu, ¢im sa meni jej celkova energia voci
Slnku, c¢o takyto jednoduchy pristup nezohladriuje. Mézeme si tiez uvedomit, Ze takyto postup, pri
ktorom by sme chceli ,naraz“ vyriesit inik rakety z gravitacného pola Zeme aj Slnka, nedokaze
rozlisit medzi obeznou rychlostou Zeme (ktora rakete pomaha pri tiniku z gravitacného pola Slnka,
no nie pri tniku z gravitacného pola Zeme) a pévodnou obeznou rychlostou rakety vigpo vo vztaznej

ststave Zeme (ktord pomdha rakete uz aj pri uniku z gravitacného pola Zeme).

Pri vstupe do sféry gravitacného vplyvu Marsu sa raketa pohybuje vzhladom na Slnko po
parabolickej trajektorii, takze pre jej rychlost vygyp voci Slnku v danom okamihu bude platit

1 2 Gm@m 2Gm@
Smv —— =0 = Uystup =

- =34 1kms ", T12.2
92 vstup ag ag 3 ) ms ( O)

Vo vztaznej stustave Marsu vsak bude rychlost rakety v nekonecne o nieco iné, kedze aj Mars
sa voc¢i Slnku pohybuje nejakou rychlostou. Konkrétne, kedze Mars sa pohybuje rychlostou
vg = A/GMg/ag = 24,1kms! Cisto v tangencidlnom smere voci Slnku, tak ak si rychlost
rakety vystup VO vztaznej sistave Slnka rozlozime na radidlnu zlozku vy » @ na tangencialnu
zlozku Vyspup ¢, VO vztaznej ststave Marsu sa radidlna zlozka rychlosti nezmeni a tangencialna
zlozka sa zmensi o obeznt rychlost Marsu, takze jednotlivé zlozky rychlosti rakety v nekonec¢ne
vo¢i Marsu budu

Vo,8,r = Uvstup,r » <T1221)

Veo,8,t = Uystup,t — U3 - <T1222)

Teraz uréme prislusné zlozky rychlosti vysup. KedZe pozname jej celkovi velkost, vieme, Ze

2 .2
vstup vvstup,r

+ v2 (T12.23)

v vstup,t ?

a tak nam staci urcif uz iba jednu z tychto zloziek a druht dopocitat pomocou tohto vztahu.

www.aosk.sk 51/105 aoQaosk.sk

3b


www.aosk.sk
mailto:ao@aosk.sk

()

o A
AO 2026, CK, SS SK Riesenia tloh

Lahko pritom vieme urcit tangencialnu zlozku pomocou zakona zachovania momentu hybnosti
porovnanim s miestom uniku zo sféry gravitacného vplyvu Zeme, v ktorom je cela tunikova
rychlost v, voci Slnku tangencidlna a ma velkost

2GTN
Up = A/ © = 42 1kms™". (T12.24)
ae

Zo zdkona zachovania momentu hybnosti teda pre vyspup ¢ dostdvame

ag 1

MUystup t@3 = MUpA® = Uystupt = vpa—d = 27,6kms™ ", (T12.25)
a radidlna zlozka rychlosti vygtyp je potom
Uystup,r = \/U\Q/stup - U\%stup,t = QOaOkm S_l . (T1226)

Vo vztaznej sustave Marsu ma teda raketa v nekonec¢ne rychlost pozostavajicu z oboch zloziek
podla vztahov (T12.21) a (T12.22), takze tato celkova rychlost v nekonecne voc¢i Marsu bude
mat velkost

Vop.3 = \/030767r + g = \/vgstuw + (Vystups — V)% = 20,3 kms™! . (T12.27)

Teraz uz staci pracovat len vo vztaznej sistave Marsu a v nej zo zdkona zachovania energie
vyjadrit rychlost rakety v bode najvacsieho priblizenia vo vzdialenosti Rg+ hg od jeho stredu,
¢im dostaneme

1 1, GNism g \/U2 2G N1

— 2 — — B
9Mws = MY T R hy

= ° =1208kms '] T12.28
oo,d+ Rd+hd Y ms ( )

Dalej uz uvazujeme iba pohyb v blizkosti Marsu, teda moZeme zanedbat gravitacné posobenie
Slnka. Zamyslime sa teraz nad tym, ako ¢o najvyhodnejsie vybrat rychlost vystrelenia balika.
Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze ked vystrelime balik priamo za lod tak, aby sa z trajekto-
rie stala elipsa s apocentrom v rqg = Rg + hg a pericentrom v Rg, tak to bude najvyhodnejsie.
V skutocnosti je vSak este energeticky vyhodnejsie nechat balik letiet po hyperbolickej trajek-
torii a len ho ,nasmerovat“ tak, aby jeho pericentrum bolo v Rg, ¢o podlozime aj prislusnymi
rovnicami. Balik teda vo vseobecnosti mozeme vystrelit sikmo vzhladom na vektor rychlosti
rakety:.

Celkovt rychlost balika vieme rozlozit na zlozku v, v radidlnom smere a na zlozku vy v tangen-
cidlnom smere. KedZe je rychlost rakety v' v bode najvécsieho priblizenia ¢isto tangencidlna,
tak pre celkovi zmenu rychlosti balika dostavame

Avy =02 + (v, — )2, (T12.29)
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Zo zékona zachovania momentu hybnosti pre balik plati

mugrg = mup,Rg = v, = ;—Ovt, (T12.30)
3

kde v, je rychlost balika v pericentre jeho novej trajektorie (teda na povrchu Marsu). Teraz
porovname bod vystrelenia a pericentrum aj pomocou zakona zachovania energie

ams 1
To _2

G
Rs

1
S (o +f) - - . (T12.31)

2
r

2
2 7o _ 2 i _ l
- = [(Rd> 1] vy 2Gmd<Rd 7“0> . (T12.32)

Dosadenim v, z rovnice (T12.30) vyjadrime v

2
. 11
2
2GNszh
Avg = (;Z) Ut2 - 2U/Ut + V"% — GRd:;)d . <T12'34)

Vsimnime si, Ze sa ndm teraz uspesne podarilo vyjadrit si druht mocninu potrebnej zmeny
rychlosti ako kvadratickt zavislost od v;. Pre najdenie optimélnej rychlosti v; moézeme bud
pravu stranu tejto rovnice zderivovat, alebo spomentt si na to, ze vrchol grafu kvadratickej

funkcie az? + bz + ¢ nastdva pre x = —%. Pre optimalne v; tak dostavame napokon krasny
vztah )
20’ R
b= = v’(d> . (T12.35)
&)
Rg
Dosadenim spét do rovnice (T12.34) napokon ziskame
Rg 2 2GMshg
Avi =01 =) | - "= T12.36
T [ ()] iy (T12.36)

Po dosadeni v = 20,0km s~ a vy¢isleni dostavame | Avy = 11,5kms ™t |,

V blizkosti Marsu sme zanedbavali gravitacné posobenie Slnka. Ak by ale Mars gravitacne
neposobil na raketu, tak by jej trajektoriou bola vo vztaznej stistave Marsu priblizne priamka
dana povodnym vektorom rychlosti, s akym raketa prisla z nekone¢na. Pri gravitacnom po-
sobeni ale dojde k odklonu jej trajektorie o uhol rovny dvojnasobku uhla, ktory asymptota
zviera s y-ovou osou (pozri obrazok T12.1). Tento uhol bude mat teda velkost /2.
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Obr. T12.1: Vyznacenie uhlov stivisiacich s asymptotami hyperbolickej trajektérie rakety

Z polarnej rovnice hyperboly a z podmienky kladnej vzdialenosti r vyplyva, zZe existuju
hodnoty pravej anomalie v, ktoré raketa nemdze nadobudnuf. Hrani¢nd hodnota je dana
nulovou hodnotou menovatela

1
l+ecosVdy, =0 = costly =—. (T12.37)
e

Jednoduchou geometriou vieme z obrazka T12.1 urcit, ze

0y = 90° + 15 . (T12.38)
Dosadenim tohto vztahu do rovnice (T12.37) a vyuzitim cos(90° + z) = —sin z dostavame
N
— = —. T12.39
sin o = - ( )

Ostava uz len urcif excentricitu e. Vyuzijeme na to vztah z konstantovnika pre semi-latus
rectum. Na to potrebujeme este poznat dlzku hlavnej polosi, ktoru ziskame z rovnice vis-viva

2 1 1 2 v"?
2
—GMm. == == — . T12.40
. d(ro ) - -l (T12.40)

Dosadenim do vztahu pre semi-latus rectum ziskame

21 L? (mu'rg)? . vl (2 v'? ) |

 GMgm2a — GMgm2a — GNlg

To Gmd

(T12.41)

1

odkial po dosadeni v/ = 20,0kms™" a vy¢isleni mame e = 38,2. Z toho pre uhol odklonenia

dostédvame

1
¥ = 2arcsin — = 3,00°|. (T12.42)
e
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Na urcenie vzdialenosti cez polarne vyjadrenie paraboly potrebujeme urcit uhol v, v ktorom
sa nachadza raketa v ¢ase to = (85rokov) — (25rokov) = 60 rokov od vystartovania rakety.
Na to potrebujeme numericky vyriesit rovnicu (T12.2).

Opakujuci sa vyraz tan £ navadza zaviest substitiiciu x = tan 2. kedy dostavame
2 2

Pg/2 1,
to = — . T12.43
2 21 (a: * 31; ) ( )

Vhodnym sposobom, ako sa pri takto jednoduchej rovnici rychlo dopracovat k vysledku, je
iterativna metdda. V nasom pripade mame na vyber 2 moznosti, z ktorych si vyjadrime x
— bud z kubického, alebo z linedrneho clena. Pri vyjadreni podla linedrneho ¢lena by sme
ale velmi rychlo zistili, Ze rovnica diverguje, a teda pomocou nej nebudeme vedief najst nase
rieSenie. Po vyjadreni x z kubického ¢lena dostaneme

T = i/?)(]ilwﬂ - x) : (T12.44)

Ako pociatoéni hodnotu si moézeme zvolit napriklad z; = 1. Po niekolkych iterdaciach vysledok

skonverguje k ¢islu z = 9,174, z ¢oho vieme vypocitat uhol
vy = 2arctanx = 167,6°. (T12.45)

Pre vzdialenost od Slnka potom dostdvame

2r,
= — = 85,2au. T12.4
20 = T cos Uy 85,2au ( 6)

Tato vzdialenost je radovo vicsia ako vzdialenost Slnka a Zeme, teda pre vzdialenost rakety

od Zeme dostédvame |ds ~ 79 = 85 au ‘ Alternativne by sme vedeli pouzit kosinusovi vetu

v trojuholniku Zem-Slnko-raketa a dopocitat tak presnejsiu hodnotu tejto vzdialenosti.

Pre latenciu z definicie dostdvame |15 = 2dy/c = 24 h|. Inymi slovami, ak by astronauti z ra-

kety poslali na Zem nejaku spravu, tak by na odpoved cakali aspon priblizne jeden den.
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Datova analyza

D1| Slnecna II (170b, autor: Terézia Handkova)

Pocas roka si mozeme vsimnit zaujimavy jav: Slnko sa na oblohe nepohybuje rovnomerne.
Ak by sme totiz kazdy den presne na poludnie (ked ndm nase hodinky budi ukazovat 12:00)
odfotili polohu Slnka na oblohe, zistili by sme, zZe nie je vzdy na rovnakom mieste. Preto
zavadzame pojmy pravého a stredného slneéného casu.

Pravy slneény ¢as Tp je ¢as, ktory je urceny hodinovym uhlom pravého (skutoéného) Slnka,
teda Slnka, ktoré vidime na oblohe pocas kazdého dna. Tento cas je vSak v praxi tazko
pouzitelny, a preto sa zaviedol pojem stredného slne¢ného ¢asu Ty, ktory je urc¢eny hodinovym
uhlom stredného (fiktivneho) Slnka. Stredné Slnko je mysleny objekt, ktory sa pohybuje po
ekliptike tak, Ze jeho priemet na svetovy rovnik sa pohybuje pozdlZ neho tGplne rovnomerne.
7 neho je odvodeny bezny 24-hodinovy obcéiansky den, ktory pouzivame v beznom zivote.

Rozdiel medzi tymito dvoma ¢asmi sa nazyva ¢asova rovnica
C=Tp—1Ts. (D1.1)

Hodnota veli¢iny C' moze nadobudat kladné aj zaporné hodnoty v zavislosti od toho, ¢i sa
pravé Slnko oproti strednému (rovnomernému) ¢asu predbieha alebo oneskoruje. Graficky s
hodnoty C' v zavislosti od diia v roku v prilozenom grafe na obr. D1.1.

Vyslednéa ¢asova rovnica je kombinaciou dvoch vplyvov. Po prvé, to je excentricita drahy
Zeme, ktord sposobuje rozdiely medzi pravou (v) a strednou (M) anoméliou Zeme, ¢o pri
pohlade zo Zeme spdsobuje nerovnomerny pohyb Slnka pozdlz ekliptiky. Vplyv excentricity je
nulovy v perihéliu (3. 1.) a v aféliu (6. 7.). Po druhé, aj keby bola drdha Zeme kruhové a pohyb
Slnka pozdlz ekliptiky rovnomerny, tak by sa jeho priemet na nebesky rovnik nepohyboval
pozdlZ neho rovnomerne. To je sposobené stiradnicovou transformaciou medzi ekliptikdlnymi
a rovnikovymi stradnicami, ktord déva zhodné hodnoty ekliptikdlnej dzky a rektascenzie iba
pocas jarnej rovnodennosti (20. 3.), letného slnovratu (21. 6.), jesennej rovnodennosti (23.
9.) a zimného slnovratu (22. 12.).

Vplyv excentricity aj suradnicovej transformécie vieme aproximovat sinusovymi zavislostami.
Vysledna ¢asova rovnica je zlozenim tychto dvoch zavislosti. Pre mali excentricitu drahy
(e < 0.1) a maly sklon rotacnej osi vo¢i kolmici na rovinu orbity (¢ < 30°) plati pre rozdiel
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pravého a stredného slnecného casu C' v minttach priblizny vztah

C~ 720 (—26 sin(M) — tan® (%) sin (2M + Mo)> , (D1.2)

ﬂ

kde M je strednd anomalia a M, konstanta.
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Obr. D1.1: Hodnoty veli¢iny C, definovanej rovnicou (D1.1), v ¢asovych minitach pocas
roka. Den v roku je poradové ¢islo dna od zaciatku tohto kalendarneho roka, teda ¢islo
1 zodpoveda 1. 1. 2026. Zdroj dat: Stellarium. Graf bol vytvoreny v OriginPro.

Rozdiel pravej a strednej anomalie (v — M) je zodpovedny za ,excentricky“ ¢len C, teda
za Cast casovej rovnice, ktora je spdsobena excentricitou. Tato ¢ast je presne rovna zapornej
hodnote (v — M) pre nulovy sklon €. Pre nenulovy sklon € to uz plati iba priblizne, pri¢om
vyraznejsie sa to zac¢ne rozchadzat pre ¢ > 30°.

Casovii rovnicu vieme takisto graficky znézornit takzvanou analémou, ¢o je zavislost dekli-
nécie Slnka od hodnoty C' z ¢asovej rovnice (D1.1). Analéma znézornuje polohy Slnka na
oblohe, ak by sme ho kazdy den odfotili o 12:00 stredného slnec¢ného ¢asu. Podobne ako ca-
sovu rovnicu, aj graf analémy je mozné rozlozit na vplyv excentricity (zobrazeny cervenou)
a sturadnicovej transformdcie (zobrazeny modrou). Tieto dva vplyvy sa scitavaji v horizon-
talnom smere, v ktorom je v analémach vynasana hodnota C'. Vertikalna stradnica analémy
je rovna deklinécii Slnka v dany den. Rovnako krivky vplyvu od excentricity a siradnicovej
transformacie zobrazime vo vertikdlnom smere podla deklindcie Slnka. Deklinacie Slnka vo
vybranych dnoch roka st uvedené v tabulke D1.1.
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pozorovanie | den v roku | deklinacia || pozorovanie | den v roku | deklindcia

1 1. —23,00° 19 203. 20,25°
2 2. —22,92° 20 213. 17,93°
3 9. —22,20° 21 224. 14,77°
4 17. —20,90° 22 241. 8,89°
5 24. —19,40° 23 244. 7,76°
6 32. —17,50° 24 266. —0,96°
7 41. —14,89° 25 274. —4,16°
8 60. —8,28° 26 282. —17,29°
9 80. —0,40° 27 296. —12,39°
10 81. 0,00° 28 305. —15,31°
11 91. 4,01° 29 315. —17,40°
12 120. 14,57° 30 322. —19,78°
13 121. 14,89° 31 326. —20,60°
14 140. 19,91° 32 335. —22,08°
15 160. 22,92° 33 346. —23,10°
16 172. 23,44° 34 355. —23,44°
17 182. 23,12° 35 360. —23,35°
18 200. 20,83°

Tabulka D1.1: Hodnoty deklindcie Slnka pocas vybranych 35 dni kalendarneho roka
2026. Poradové ¢islo 1. prislicha 1. 1. 2026.

Ulohy

(a) [70b] Pomocou prilozeného grafu zavislosti C' na poradovom c¢isle dna a tabulky D1.1
vykreslite na milimetrovy papier analému Slnka.

(b) [10b] Kedy mé pravy a stredny slneény cas najvacsiu odchylku? Kedy sa naopak tieto
casy rovnaju? Napiste datumy.

(c) [10b] Nacrtnite a odévodnite, ako vyzera analéma vzhladom na horizont na severnom
a juznom pole Zeme.

(d) [40b] Najvacsi rozdiel pravej a strednej anomadlie (v — M) oc¢akavame okolo hodnoty
M = 7. Pomocou Keplerovej rovnice z konstantovnika numericky vypocitajte excen-
tricki anomaliu F, ktora zodpoveda tejto strednej anomalii M. Nésledne prepocitajte

E na pravi anomaéliu v (opat vdm pomoze konstantovnik) a urcéte hodnotu (v — M).
s

T porovnajte s hodnotou C' podla rovnice (D1.2) pre M = 7 a ¢ = 0 (nulovy sklon

rotacnej osi voci kolmici na rovinu orbity).

(e) [40b] V tabulke D1.2 nizsie najdete excentricity (e) a sklony rotacnych osi voci kolmici
na rovinu orbity (¢) pre planéty slnecnej ststavy. Vasou ulohou je priradit spravnu
planétu slnecnej sustavy pre kazdu prilozeni analému. Tie st vykreslené vzhladom
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20]

na nebesky rovnik a ekliptiku, ktoré st definované rovnikom a orbitou drahy danej

neznamej planéty.

’ H Merkur ‘ Venusa ‘ Mars ‘ Jupiter | Saturn ‘ Uran ‘ Neptiun

e 0,2

0

0,1

0,05

0,05 0,05 0,01

€ < 10°

> 170°

~ 25°

< 10°

~2° | | ~25°

Tabulka D1.2: Excentricity (e) a sklony rotaénych osi voci kolmiciam na roviny orbit
(¢) planét slnecénej stustavy. Udaj sklonu rotacnej osi pre Urdn niekto omylom zamazal.

DE (degrees)
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60

40

n
15

_ DE (degrees)

-60

80+

Tso a0 e0 0 o' [)

delta RA (min)

20

40

(i) Analéma neznamej planéty X;.

0
delta RA (min)

"100

(i) Analéma neznamej planéty Xs.

20

DE (degrees)

-20

DE (degrees)

S
2

-30

100

-20 4‘0 Tb 20 30
delta RA (min)

(ii) Analéma neznamej planéty Xo.
i

“25“‘ 50 7‘5 “1&‘70

-75 ’ ‘750‘ o 725‘ 0
delta RA (min)

(ii) Analéma neznamej planéty Xy.

Obr. D1.3: Analémy styroch nezndmych planét.
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Prvou tlohou je vytvorit graf analémy, ¢ize graf zavislosti deklinacie Slnka do od hodnoty
C. V tabulke D1.1 mame zaznamenanych 35 pozorovani z réznych dni pocas roka a hodnoty
deklindcie Slnka pocas nich. Hodnoty C' sice priamo zadané neméame, ale vieme ich zistit
z grafu D1.1. Vieme ich od¢itat pre vSetky potrebné dni a nésledne vytvorit tabulku D1.3
hodnét C' a deklinacii Slnka a priamo z nich potom vytvorit graf D1.4.

Hodnoty na vertikalnej osi, na ktort vynasame hodnoty deklinacie Slnka @, si v rozmedzi
od cca —25° do 25°, ¢o vidime rovno z tabulky D1.3, ¢ize pre tito os si vieme zvolif, aby
zacinala na hodnote —25° a koncila na 25°.

Samozrejme bolo potrebné vynésat body c¢o najpresnejsie napriklad pentelkou alebo zastri-
hanou ceruzkou. Hodnoty C' sme vsak, ako vidime v tabulke D1.3, nemohli udat presnejsie
ako na 1 desatinné miesto. Chybou by bolo pisat tieto ¢isla s prilis velkou presnostou, ktoru
nevieme z odc¢itania hodnot C' z grafu D1.1 dosiahnuf.

Najvicsiu odchylku pravého Tp a stredného slnecného Ty casu mozeme vidiet z grafu D1.1.
Ak sa pozrieme na Ciaru rovnobeznu s vodorovnou osou vychadzajicu z bodu nula, tak vieme
odcitaf, ze najvacsia odchylka sa nachadza v bode najvacsieho extrému na danom grafe. To
je na hodnote 304. dna. Konkrétny den si vypocitame jednoducho, je to totiz presne hodnota
31 +28 +31 + 30+ 31 + 30 + 31 + 31 + 30 + 31, co déava ’31. oktober 2026 \

Z rovnakého grafu vieme urcit aj datumy, kedy sa pravy slnecny a stredny slnecny ¢as rovnaju.
Vtedy je totiz hodnota C' podla rovnice (D1.1) nulova. Stac¢i sa preto pozrief na to, kedy
vodorovna ¢iara vychadzajica z nuly pretina zobrazeny graf D1.1. Vidime, ze to sa deje na
styroch miestach a po obdobnom od¢itani zistime, ze si to hodnoty 106., 165., 243. a 358.

diia. CiZe st to tyri datumy: | 16. april, 14. jin, 31. august a 24. december |

Poznamka: K urceniu extrémov by sme teoreticky mohli pouZit aj graf analémy D1.4 pomocou interpolacie,
teda procesu, pri ktorom sa pomocou znamych bodov grafu pokiisame odhadnit nezname hodnoty medzi
nimi. V nasom pripade by to znamenalo prelozit vynesené body na milimetrovom papieri sivislou krivkou.
Odcitanie hodnot z grafu casovej rovnice je vSak presnejsie. Tento graf totiz zobrazuje casovu odchylku priamo
v zévislosti od dni v roku. Na grafe analémy su datumy rozlozené pozdl zlozitej slucky, ¢o stazuje ich presné
priradenie. Pri rucnej interpolacii analémy navyse vznika subjektivna chyba pri hladani bodu, kde je krivka

najviac ,vpravo“.
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pozorovanie | den v roku | do (°) | C (min)

1 1. -23,00 -3,8
2 9. 9292 | -4.4
3 9. -22,20 -6,9
4 17. -20,90 | -10,0
5 2. 219,40 | -11,6
6 32. -17,50 | -13,8
7 A1. 14,89 | 14,7
8 60. 8928 | -128
9 80. 0,40 | 8,1
10 81. 0,00 -8,0
11 91. 401 | -45
12 120. 1457 | 22

13 121. 14,80 | 2,5

14 140. 19,91 3,4

15 160. 2292 | 1,6

16 172. 23,44 -0,9
17 182. 2312 | -3.1
18 200. 20,83 -2,9
19 203. 20,25 | 6,1
20 213. 17,93 | -6,1

21 224. 14,77 -5,3
22 241. 8,89 -0,6
23 244. 7,76 0,0

2 266. 096 | 81

25 274. -4,16 10,3
26 28, 729 | 13,1
27 296. -12,39 15,9
28 305. -15,31 16,6
29 315. -17,40 15,9
30 322 |-19,78 | 14,1
31 326. -20,60 | 13,8
32 335. -22,08 10,3
33 346. -23,10 9,3

34 355, |-2344| 19

35 360. -23,35 -0,9

Tabulka D1.3: Hodnoty deklindcie Slnka de a C z ¢asovej rovnice (D1.1) pocas 35
pozorovani behom roka.
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Obr. D1.4: Vyneseny graf analémy.
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Analéma na severnom poéle vyzera ako zvisla osmicka stojaca priamo na horizonte, pricom je
viditelna len jej horné polovica. Kedze je Slnko na péle pol roka pod obzorom, tak vidime, ako
sa hornd slucka osmicky postupne dviha od horizontu k najvyssiemu bodu (letny slnovrat)
a potom klesa spat. Dolné slucka osmicky zostava skryta pod obzorom, a preto je netuplna.

Na juznom pole je situacia zrkadlovo obratena, takze analéma vyzera ako prevratena osmicka,
ktorej viditelna cast smeruje nadol k horizontu. Slnko je tu nad obzorom v case, ked je na
severnej pologuli zima, takze vidime tu ¢ast osmicky, ktora bola na severnom péle skryta.
Opét plati, ze vdaka polohe priamo na zemskej osi stoji tato osmicka kolmo na horizont
a jej spodnd (z nasho pohladu juznd) slucka dominuje oblohe pocas leta. Znézornené to je
na obrazku D1.5.

Severny pél Juzny pél

Obr. D1.5: Znazornenie toho, ako vyzera analéma na severnom a juznom pdle.

Vztah medzi pravou anomaliou v a strednou anomaliou M predstavuje Keplerova rovnica pre
elipsu. Je dana vztahmi

M=FE—-esink, (D1.3)
E 1—

tan — =  tan 2 , (D1.4)
2 I+e 2

ktoré st uvedené v konstantovniku. Dava do stvislosti pravii anoméliu v, strednti anoméliu
M a excentricki anomaliu E. Veli¢ina e znaci v tychto rovniciach excentricitu. Pre Zem je
excentricita eg = 0,0167, ako uvadza konstantovnik. Hodnotu strednej anomalie berieme ako

M = 7 rad = 1,5708 rad.

K vyjadreniu pravej anomalie v potrebujeme poznaf najskor hodnotu excentrickej anomaélie
E. To spravime tak, ze si z Keplerovej rovnice vyjadrime E ako

E=M+esinkE. (D1.5)

Tento vztah budeme riesit metédou iteracie, pri ktorej volime za pociato¢ni hodnotu Ey =

M = Frad. Po iterdcii v kalkulacke ndm vychddza E = 1,5875rad, ¢o je o nieCo viac ako

hodnota M.
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Nasledne vieme tento vysledok dosadit do druhej rovnice a vyjadrit si v

v l1+e
tan — =
2 1-e¢

E
tan - = 1,0340., (D1.6)

teda v = 1,6042rad. Rozdiel v — M je potom 0,0334rad, ¢o zodpoveda ¢asovému rozdielu

0,0334 .
5 2460 = 7,65 min |, (D1.7)

Tento vysledok teraz porovname s postupom, v ktorom budeme uvazovat rovnicu D1.2. Ako

v minttach

je napisané v zadani, hodnota (v — M) ndm reprezentuje to isté ako ,excentricky“ c¢len
v tomto aproximativnom vztahu pre C, len s opacnym znamienkom a pri nulovom sklone,
t.j. € = 0. Dostavame tak vzfah

2
C~ 2 9esin M) | (D1.8)
T

Po vycisleni ndm vychadza hodnota priamo v minttach, a to konkrétne C' = .

Porovnanim vidime, Ze tieto dve hodnoty sa rovnaju.

Jednotlivé analémy si preberieme postupne a budeme sa pritom pozeraf na vplyvy excentri-
city e a sklonu .

Najskor sa pozrime na analému neznamej planéty X;. Z D1.2i vidime, ze tato planéta ma
rozsah deklinécii od cca 25° do —25°, ¢ize jej sklon je € &~ 25°. Ak sa pozrieme do tabulky D1.2
tak vidime, Ze nasimi kandidatmi sa stavaji Mars, Saturn a Neptun. Ak sa dalej pozrieme na
ich excentricity e, tak si hned vS§imneme, ze Mars mé na rozdiel od Saturnu a Neptiina radovo
VacSiu excentricitu, ¢o sa znacne prejavi v Sirke jeho analémy. ju ma kvoli svojej vyssej

.....

Analéma planéty X, je podobna planéte X;, pretoze ma opét sklon € ~ 25°) no tentokrat
mé mensiu excentricitu, ¢o vidno uz po prvotnom porovnani. Mohlo by sa preto jednat
bud o Saturn alebo Neptin. Neptin ma ale na rozdiel od Jupitera velmi neexcentrickt drahu
podobni takmer kruznici. Preto analéma znazornena na obrazku D1.2ii nemoze byt analémou

Neptuna, ale naopak .

Specidlnejsim pripadom je analéma planéty X3 na obrazku D1.3i. MéZeme si vSimnit, Ze
hodnoty na vertikalnej osi dosahuju velké hodnoty - az vyse +80°. To znamena, ze sklon &
bude dosahovat pri planéte X3 tuto extrémnu hodnotu. V praxi to znamena to, Ze rotacna
os tejto planéty je voci kolmici na rovinu jej orbity sklopend o takmer pravy uhol, ¢ize sa
da v podstate povedat, ze tato planéta rotuje ,poleziacky“. To je znamy fakt pre planétu

Uréan |.

Poslednou analémou je analéma planéty X4, pri ktorej uz na prvy pohlad vidime, ze na
vertikalnej osi si rddovo mensie hodnoty ako v predchédzajicich analémach. Sklon ¢ preto
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musi byt rozhodne velmi maly, mensi ako 10°, z ¢oho berieme do tivahy Merkur alebo Jupiter.
Rozdiel medzi tymito dvoma planétami je to, ze Merkir ma radovo vacsiu excentricitu -
najvacsiu zo vSetkych planét slnec¢nej sustavy. To spésobuje to, Ze jeho analéma bude znacne
natiahnuta, ¢o sa presne deje na grafe D1.3ii analémy planéty X,. Nasou poslednou planétou

je preto .

Obdobnym sposobom by sme vedeli urcit analému akejkolvek planéty, ak pozname hodnoty
jej excentricity e a sklonu €. Na obrazku D1.6 st uvedené vsetky analémy planét slnecnej
stustavy aj s ich grafmi slnecnej rovnice.

Mercury Venus Mars Jupiter Saturn Uranus MNeptune Pluto
\ /_- ".__ ..'.' ” i \_/ i i Il_. ,-":
Mercury Venus Mars Jupiter Saturn Uranus MNeptune Pluto
- .\.\ I f \ Rt : \\ / ) )
.__.' \'\\ “><" =, '-z,:: &
= g ~ '\ y i \‘. 4 ., o

Obr. D1.6: Analémy a hodnoty veli¢iny C' z ¢asovej rovnice pre planéty slnecnej sustavy
a trpasli¢iu planétu Pluto.

D2| Netrpezlivy astrofyzik (330b, autor: J. Svrékova, V. Slanina)

Astrofyzik pozoruje obeh (exo)planéty okolo hviezdy pomocou nového interferometra, ktory
ma velmi detailné rozliSenie. Ako to uz pri astronomickych pozorovaniach byva, trvaju celu
vecnost. Kedze sa mu ale nechce tak dlho ¢akat, tak si povedal, Ze si zvysok merania dopocita
a rozhodne sa preskimat parametre pozorovaného systému na zaklade dat v tabulke D2.1,
ktoré doposial nameral.

V celej tejto ulohe nie je potrebné odhadovat neistoty (chyby) veli¢in, s vynimkou pripadov,
kedy je to explicitne napisané v zadani.

(a) [50b] Vyneste data separdcii £ a N z tabulky D2.1 na milimetrovy papier a prelozte
ich castou elipsy. Pre obidve osi si zvolte rovnaku skalu, inak by sa vam vyrazne skom-
plikovalo riesenie nasledujucich tloh.

(b) [10b] Pocas pozorovania presla planéta cez nejaky vyznamny bod svojej trajektorie.
Urcte, o ktory bod ide a oznacte ho na grafe, ktory ste kreslili v predchidzajtcej
podtlohe.

(c) [30b] Vypocitajte velku polos a v uhlovych jednotkdch mas (milli arc second, teda
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tisiciny uhlovej sekundy) a excentricitu trajektérie planéty e. Vyuzite na to vlastnosti
bodu, ktory ste nasli v predchadzajicej podilohe a este nejakého dalSieho vhodného
bodu na trajektérii planéty. Svoj postup v rieseni detailne opiste. Pre jednoduchost
mozete predpokladat, ze sklon drahy voci nebeskej sfére je rovny presne 0°. Nesnazte
sa dokreslovat zvysnu cast eliptickej drahy, vysiel by vam velmi nepresny vysledok.

(d) [25b] S pomocou vasho grafu vypocitajte periodu P obehu planéty.
Tabulka D2.1: Namerané polohy planéty vzhladom na hviezdu. Veli¢ina E oznacuje
separdciu v rektascenzii (kladnad smerom na vychod) a N separaciu v deklindcii (kladnd
smerom na sever). Obidve st udané v tisicindch uhlovej sekundy (mas).

Cas (roky) FE (mas) N (mas) Cas (roky) FE (mas) N (mas)

0.12 1.85 -0.81 3.94 0.84 1.82
0.38 1.93 -0.55 4.51 0.34 1.93
0.64 1.95 -0.33 4.61 0.26 2.03
0.88 2.07 -0.12 5.09 -0.22 2.21
1.50 1.94 0.39 5.12 -0.26 2.11
1.66 1.93 0.50 5.30 -0.44 2.24
2.09 1.83 0.82 6.09 -1.43 2.12
2.12 1.85 0.81 6.14 -1.43 2.09
2.56 1.60 1.15 6.5 -2.03 2.03
2.88 1.52 1.28 6.98 -2.66 1.82
3.14 1.37 1.46 7.67 -3.65 1.37
3.71 0.98 1.67 8.07 -4.34 0.99
3.77 0.96 1.78

Na to, aby astrofyzik dokazal urcit z uhlovych rozmerov aj skutocné rozmery drahy, potrebuje
ziskat jej vzdialenost. Pozrel sa teda do roznych archivov dat a nasiel v nich dva uzitocné
zaznamy o materskej hviezde systému - jedno meranie paralaxy a jedno spektrum. Paralaxa
sa rovna II = (0.610 £+ 0.02) mas. Podla spektra urcil, Ze ide o hviezdu spektralneho typu
A3V s efektivnou teplotou Tog = 8500 K, povrchovym tiazovym zrychlenim g = 152 m/s?
a radidlnou rychlostou v, = 30 km/s. Zarovei si uvedomil, ze hviezda sa na oblohe nachadza
na rovnakom mieste ako mald hviezdokopa, pricom vsetky hviezdy v nej maji podobnt ra-
dialnu rychlost. Je teda pravdepodobné, zZe jeho pozorovana hviezda je zaroven sucastou tejto
hviezdokopy. To mu umoznilo uré¢it vzdialenost hviezdy na zdklade vlastnosti hviezdokopy.

Vzdialenost hviezdokopy sa da urcit z farebného, resp. HR diagramu, kedy do grafu zakres-
lime V' magnitidu hviezd v hviezdokope v zavislosti od farebného indexu B — V. Do rovna-
kého grafu zaroven zakreslime absolutnu magnitidu My dobre preskimanych standardnych
hviezd, taktiez v zavislosti od indexu B—V, pricom veli¢iny V' a My budi mat spolo¢nt stup-
nicu. Budeme tak mat zakreslené dve hlavné postupnosti — jednu pre hviezdokopu a druhu
pre standardné hviezdy. Za predpokladu, Ze nedochadza k medzihviezdnej absorpcii, plati,
ze vertikdlna vzdialenost tychto dvoch hlavnych postupnosti sa rovna modulu vzdialenosti
objektov v hviezdokope, teda velicine p =V — My.
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Tabulka D2.2: Standardné hodnoty Tabulka D2.3: Namerané hodnoty V
absolttnej V magnitidy a farebného magnitidy a farebného indexu B —V
indexu B — V pre rozne spektrilne pre niekolko hviezd nachadzajtcich sa
typy hviezd na hlavnej postupnosti. v hviezdokope.

My B—-V Sp.typ V B-V

-5.8  -0.35 05 9.49 -0.11

-4.1  -0.31 BO 10.639 -0.069

-1.1  -0.16 B5 12.01  0.019

0.7 0.00 AO 12.748  0.083

2.0 0.13 A5 12.599 0.112

2.6 0.27 FO 13.777  0.344

3.4 0.42 F5 14.668  0.485

4.4 0.58 GO 15.096  0.54

5.1 0.70 G5 15.748  0.678

9.9 0.73 G8 16.12  0.716

5.9 0.89 KO 16.521  0.81

7.3 1.18 Kb 16.547  0.853

9.0 1.45 MO 17.246  1.029

11.8  1.63 M5 17.802 1.194

16.0  1.80 M8 18.87  1.284

(e) [10b] Typicka svietivost hviezdy spektralneho typu A3V je okolo L = 17 Le. Vypoci-
tajte, aky by mala mat tato hviezda polomer a hmotnost.

(f) [10b] Urcte vzdialenost hviezdy na zéklade jej paralaxy, vratane neistoty.

(g) [60b] Do spoloéného HR diagramu zakreslite data z tabuliek D2.2 a D2.3. Cez obi-
dva sety dat nakreslite volnou rukou ciaru, ktora zhruba znazornuje priebeh hlavnej
postupnosti.

(h) [25b] Z grafu odhadnite modul vzdialenosti hviezdokopy p a odhadnite jeho neistotu.
Urcte podla neho vzdialenost hviezdokopy a vypocitajte aj jej neistotu.

(i) [2b] Zistite, ¢i sa vzdialenosti, ktoré ste uréili v predchadzajicich dvoch podilohéch,
zhoduju v ramci neistot. Na zaklade toho rozhodnite, ¢i je hviezda stcastou hviezdo-
kopy. Ak ano, dalej pouzivajte vzdialenost urcenti z HR diagramu. Ak nie, pouzivajte
vzdialenost urcenu z paralaxy.

KedZze teraz astroném uz pozna vzdialenost hviezdy, moéze sa pustit do zistovania jej dalsich

parametrov.

(j) [10b] Vypocitajte dlZku velkej polosi v au a ndsledne aj hmotnost hviezdy v hmotnos-
tiach Slnka Mg (nateraz mozete predpokladat, ze hmotnost planéty je zanedbatelnd).
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To je ale rddovo nizsia hmotnost, nez vysla v podilohe (e)! Nieco v doterajsej analyze je teda
nespravne. Astrofyzik preto musel nakoniec ziskat viac pozorovani. O péar rokov neskor sa
vdaka novému spektrografu ukazalo, ze je mozné namerat krivku radidlnych rychlosti nielen
hviezdy, ale aj samotnej planéty. To ale znamena, ze sklon drahy voci nebeskej sfére nie je

0°, tak ako ste predpokladali v tilohe (c), inak by radidlne rychlosti museli byt nulové.

(k) [25b] Z prilozeného grafu nameranych radidlnych rychlosti urcte radialnu rychlost v,

taziska ststavy a maximalnu a minimélnu radialnu rychlost hviezdy aj planéty vzhla-

dom na tazisko.

(1) [20b] Z nameranych rychlosti vypocitajte novi hodnotu excentricity. Pomoze vam fakt,

ze drédha je vhodne orientovand, a preto si maximélne a minimalne radialne rychlosti

hviezdy aj planéty priamo timerné ich skutoénym rychlostiam v pericentre a apocentre.
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Obr. D2.1: Krivka radidlnych rychlosti v zavislosti od orbitalnej fazy systému. Vpravo
je rovnaky graf so zmenenou skalou, aby bolo mozné dobre odmerat radialne rychlosti
hviezdy.

Astrofyzik zistil, ze $tastnou zhodou okolnosti je draha sklopend okolo jej velkej osi. Teda
v dosledku sklonu drahy sa nam javia kratsie iba vzdialenosti kolmé na velku polos, vzdiale-
nosti rovnobezné s velkou polosou je na oblohe vidno pod skutoénym uhlovym rozmerom.

(m) [25b] Vyuzite novi hodnotu excentricity a vypocitajte spravne hodnoty velkej polosi
drahy v mas aj au a obeznej periédy v rokoch.

(n) [5b] Vypocitajte spravnu hmotnost hviezdy.

(o) [15b] Na zéklade radidlnych rychlosti ur¢te pomer hmotnosti planéty a hviezdy a do-
kazte tym, ze hmotnost planéty je naozaj v prvom priblizeni zanedbatelna v porovnani
s hmotnostou hviezdy.

(p) [8b] Rozhodnite, o aky typ exoplanéty by mohlo ist — hortici Jupiter, chladny Jupiter,
mini Neptin alebo Superzem? Svoju volbu zddvodnite.
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Ak chceme nakreslit graf, ktory by odpovedal polohdm planéty tak, ako by sme ich videli na
oblohe, kladny smer osi F, teda smer na vychod, musi smerovat dolava. Za spravny graf je ale
v tejto ulohe uznany aj taky, ktory ma kladnu ¢ast osi £/ smerujucu vpravo, vid obr. D2.2.

Planéta prechadza svojej drahy, teda najblizsim bodom k svojej materskej
hviezde. V grafe ho ndjdeme ako bod elipsy, ktory je najblizsi k poc¢iatku stradnicovej ststavy,
v ktorom je umiestnend hviezda. Na obr. D2.2 je pericentrum spojené s ohniskom elipsy
¢ervenou ciarou, ktord predstavuje ¢ast velkej polosi.

Elipsa m& jednu neprijemnu vlastnost — ak mame bodmi pokryty len nejaky jej mensi tsek,
je velmi tazké odhadnuf velkost a tvar celej elipsy. Nase data v grafe mdézeme prelozif velmi
odlisnymi elipsami, pricom vsetky sa nam budu zdat v podstate rovnako dobré. Preto v tejto
tlohe musime zvolit iny postup. Vyuzijeme fakt, ze planéta prechadza pericentrom, pre kto-
rého vzdialenost od drahy plati jednoduchy vztah rpe = a(1 —e). Dalej vyuzijeme polarnu
rovnicu elipsy z konstantovnika, podla ktorej pre vzdialenost Tubovolného bodu elipsy od
daného ohniska plati vztah

_ol-¢) (D2.1)
1+ecosv
pricom pravu anomaliu ¥ si vieme odmerat priamo z grafu. Aj ked teoreticky je mozné na
tento ucel pouzit ITubovolny bod elipsy, ako velmi vhodny sa pontka koncovy bod tzv. latus
rectum, teda tusecky, ktord je kolma na hlavni os a prechddza cez ohnisko (na obr. D2.2
oznacena modrou farbou). Tento bod ma pravi anomaéliu v = 90°, vdaka ¢omu sa nam vztah
D2.1 zjednodusi na
a(l —e?)

LR 1 + ecos90° all =) =all=e)1+¢) ( )

Vydelenim rr a rpe dostaneme

LR _ a(l —e)(1 +e)
Tper a(l —e)

—(1+e). (D2.3)

Dlzky tseciek odmeriame v grafe, dostaneme hodnoty r,e, = 1,97mas a rp = 2,73 mas.
Orientacia a tym padom aj dlzka rpr zavisi najmé na presnosti urcenia pericentra drahy.
Teraz uz vieme vypocitat excentricitu

e = 1 =[0,386], (D2.4)

T'per

a nasledne aj velkt polos drahy planéty

_ Tper _
o=y =|[321mas]. (D2.5)
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Obr. D2.2: Astrometrickéa draha planéty okolo hviezdy. Vrchny graf je nakresleny s klad-
nym smerom vodorovnej osi klasicky vpravo, zatial ¢o spodny graf zobrazuje drahu tak,
ako by ju videl pozorovatel na oblohe.

(d) Kedze vieme iba uhlovy rozmer velkej polosi a vobec nepozname hmotnost hviezdy ani pla-

néty, peribdu nemozeme vypocitat z 3. Kepleroveho zédkona. Musime si preto poradif inak.
Vyuzijeme vzorce pre anomaélie z konstantovnika a casy z tabulky D2.1. Na zdklade tidajov
z tabulky odhadneme, Ze planéta presla pericentrom svojej drahy zhruba v ¢ase tg = 2,9 rokov
a bodom s pravou anomaliou v = 90° presla v case tgg = 6,3 rokov. Vieme, Ze v pericentre st
vSetky tri anomalie, prava, excentricka aj stredna, rovné nule. Pre bod s v = 90° vypocitame
najskor excentrickd a potom strednii anomaliu.

FE 1—e v
tan — = tan — .
2 1+e 2

(D2.6)

Excentrickd anomaélia vyjde E = 67,3° = 1,175rad. Strednti anomaliu vypocitame z Keple-

rovej rovnice, pricom je potrebné si davat pozor na to, ze uhly treba dosadif v radidnoch;

M =FE —esinE =0,819rad . (D2.7)
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Obeznu dobu teraz vieme vypocitat vdaka definicii strednej anomaélie (opét dosadime ano-
méliu M v radidnoch)

t—t
P =2et L0~ 3510kn]. D23y

Druha moznost ako vypocitat periédu, je cez 2. Keplerov zakon. Zo znalosti o a e vieme
zistit polohu stredu elipsy. Do grafu z casti a) nakreslime ¢iaru kolmu na hlavni polos,
ktora prechadza stredom elipsy. Tato ¢iara pretne drahu planéty vo vedlajsSom vrchole elipsy.
Vzdialenost vedlajsieho vrcholu od stredu elipsy sa nazyva malé polos elipsy, jej uhlovy rozmer
oznacime (. 2. Keplerov zakon ndm hovori, Ze sprievodi¢ planéty opise za rovnaky cas vzdy
rovnakd plochu. Z toho tiez vyplyva, ze pomer ¢asovych intervalov sa rovnd pomeru pléch
opisanych sprievodicom. Za periédu P opise sprievodi¢ plochu celej elipsy, ktorda sa rovna
S. = maf. Plocha, ktoru opise sprievodi¢ planéty pri prechode z pericentra do vedlajsieho
vrcholu elipsy sa da vypocitat podla obr. D2.3.

ﬁ \

Obr. D2.3: Nakres elipsy potrebnej na vypocet obeznej doby pomocou 2. Keplerovho
zékona.

Plocha modrej oblasti S sa rovna rozdielu stvrtiny plochy elipsy a plochy zltého pravouhlého
trojuholnika ohnisko-stred-vedlajsi vrchol elipsy, pricom plochu trojuholnika vypocitame ako
S = % Pre vysrafovanu oblast mame

Taf  eaf
g_ToB _eaf D2.9
; . (D2.9)
Pre pomer ploch plati
S _th—ty_maf eaf 1 e (D2.10)
S, P draf  2maf 4 27w

Cas prechodu pericentrom sme uz uréili ako to = 2,9rokov. Cas, kedy planéta prechadza
vedlajsim vrcholom drahy mézeme na zaklade idajov v tabulke D2.1 urcit ako ¢, = 7,3 rokov.
Teraz uz len z rovnice D2.10 vyjadrime periédu a dostaneme

tb — to T — 2e

= D2.11
2 . (D2.11)
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4m
P = — Qe(tb —t,) = |23,3rokov|. (D2.12)

Rozdielny vysledok oproti predchadzajicej metéde je spdsobeny najmé tym, Ze hodnota
excentricity, ktort sme pouzili na vypocet nie je spravna, ako uvidime v neskorsich castiach
tejto ulohy.

(e) Najskor vypocitame polomer hviezdy zo Stefanovho-Boltzmannovho zdkona. Hmotnost po-
tom ziskame vdaka znamej hodnote gravitacného zrychlenia na povrchu.

L
R = =132-10°m =19 Rs|. D2.13
\ o~ L9210 (D213

. gR? _ 301,45 —
M = =5 = 3,97 10" kg = 21l |. (D2.14)

(f) Vzdialenost v parsekoch vypocitame jednoducho ako prevrateni hodnotu paralaxy v uhlovych

sekundach.

o1 _ 1000
YT 061

Relativna chyba vzdialenosti sa rovna relativnej chybe paralaxy, dostaneme teda

— 1639 pe. (D2.15)

d
04, = ﬁlan — 54 pe. (D2.16)

Vzdialenost hviezdy urcend z jej paralaxy je |d; = (1639 + 54) pc|.

(g) Graf je nakresleny na obr. D2.4.

(h) Modul vzdialenosti sa d4 odhadnuf premeranim vertikalnej vzdialenosti hlavnych postupnosti
na viacerych miestach na grafe. Z tychto hodnét potom dopocitame priemer a Standardni
odchylku. Vysledok je | = (11,0 + 0,1) mag|. Vzdialenost hviezdy je

w=>5logdy —5, (D2.17)

pt5 1145

d2=10T=10 5

= 1585 pc. (D2.18)
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Obr. D2.4: HR diagram na urcenie vzdialenosti.

Odvodenie vzorca na vypocet chyby vzdialenosti je pomerne tazké, pretoze si vyzaduje zna-
lost derivacii. Chybu je mozné ale odhadnuf aj jednoduchsie, staci do rovnice D2.18 dosadif
maximalnu a minimalnu mozni hodnotu modulu vzdialenosti, tym dostaneme hrani¢né hod-

noty
11,145
5

d max = 10 — 1660 pc, (D2.19)

10,945

donin = 1075 = 1514 pe. (D2.20)

Odchylku vzdialenosti ds mozeme odhadnit z rozdielu da max & damin ako 0q, = 73 pc. Vzdia-
dy = (1585 + 73) pc|.

lenost hviezdy urcena z HR diagramu je teda

Vzdialenost ds sa v ramci odchylky zhoduje so vzdialenostou d; urcéenou z paralaxy hviezdy.
Dalej preto budeme pouzivat hodnotu ds.

Na rychly vypocet velkej polosi v au je mozné vyuzif definiciu parseku a do nasledujiceho
vzorca dosadit a v uhlovych sekundach a dy v pc

3,21
1000

(D2.21)

-1600:.
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Hmotnost vypocitame z 3. Keplerovho zakona, pricom ak velkt polos dosadime v au a obeznt

periédu v rokoch, vysledok nam vyjde rovno v jednotkach hmotnosti Slnka

~[0.2mes]. (D2.22)

To je az 10-krat mensia hmotnost, nez sme pre dany spektralny typ vypocitali v rovnici D2.14.

(k) Radidlnu rychlost taziska odc¢itame z grafu D2.1 ako hodnotu, v ktorej sa pretinajia krivky

RV planéty a hviezdy. V tomto momente si totiz planéta a hviezda z pohladu pozorovatela

v konjunkcii, ich radidlna rychlost spésobena orbitalnym pohybom je nulovd a pozorujeme

tak iba radidlnu rychlost taziska ststavy, ktora sa rovna zhruba | v, = 30 km s

Z grafu teraz este uréime miniméalne a maximalne radialne rychlosti hviezdy aj planéty a

vypocitame ich rozdiel voci v,. Dostaneme nasledujtice hodnoty:

Vgemax = |29,97 — 30| ={0,03 km s~

Y

Vsemin = 30,008 — 30 = {0,008 km s~

i

Vpmax = 58,5 — 30 = |28 5kms™' |,

Vpmin = 22,5 — 30| =|7,5kms™"|

(1) Podla zédkona zachovania momentu hybnosti plati pre hviezdu aj planétu

Lper = Lapo = MUperTper = MVapoTapo - (D2.23)

Dalej vyuzijeme, Ze pre pericentrum a apocentrum drahy plati rpe, = a(1—e) a rapo = a(l+e).

Zo zadania vieme, ze namerané maximalne a minimalne radialne rychlosti st priamo iimerné

skuto¢nym rychlostiam v pericentre a apocentre, plati teda vmax = KVUper @ Umin = K Vapo,

kde K je nejaka konstanta imernosti. Po dosadeni do rovnice D2.23 sa K aj a vykratia a

mozeme si vyjadrit excentricitu. Z hodno6t radidlnej rychlosti planéty dostaneme

Upmax 1+e€

_ D2.24
Up,min 1—e’ ( )
(1—e)pmax _q 4 ¢ (D2.25)
Up,min

Upmax _ 4 :€<1+UP:maX> 7 (D2.26)

Up,min Up,min

Upmax — Upmin 28,0 — 7,5
_ = —[0,58]. D2.27
T pmax + Vpmin 285+ 7.5 ( )

Rovnaky vysledok dostaneme aj po dosadeni hodnot pre hviezdu.
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Vdaka vhodnej orientéacii drahy je uhlova velkost pericentra drdhy odmerana z grafu D2.2
spravne. Na vypocet spravnej uhlovej velkosti velkej polosi preto len potrebujeme zmenit
excentricitu za hodnotu vypocitani v predchédzajicej podulohe

a= & = [4,7mas]. (D2.28)

Velka polos drahy v astronomickych jednotkach je

4,7
a = ady = 7555 - 1600 = [7,5au]. (D2.29)

Zostava nam vypocitat uz len obeznu periodu, Pouzijeme na to rovnaky postup ako v casti
(d), len tentoraz dosadime spravnu hodnotu excentricity. Pre bod s pravou anoméliou v = 90°
dostaneme excentricki anomaliu £ = 1,90rad a strednt anomaliu M = 1,43 rad. Peridda je

2m 2m
P = M(t —tg) = T3 (6,3 —2,9) =|14,9rokov |. (D2.30)

Tentoraz sa uz neda pouzit 2. Keplerov zakon, pretoze pri novej hodnote velkej polosy vy-
chddza umiestnenie vedlajsieho vrcholu elipsy az niekde na/za okraj grafu (zavisi na pouzitej
mierke), ktory sme kreslili v ¢asti a). V kazdom pripade uz nie je mozné ziskat rozumny
odhad casu, kedy planéty vedlajsim vrcholom presla.

Hmotnost vypocitame z 3. Kepleroveho zakona

M=~ =[1,9Ms]. (D2.31)

Pomer hmotnosti sa rovna prevratenému pomeru radialnych rychlosti. Na toto sa da prist
na zaklade nasledujticej ivahy: pomer vzdialenosti hviezdy a planéty od taziska ststavy sa
rovna prevratenému pomeru ich hmotnosti (ako na hojdacke)

T M,

— = D2.32

rp M, ( )
Obidva objekty musia obehnit okolo taziska za rovnaka periédu, dokonca musia mat v kaz-
dom okamihu navzajom rovnakt uhlovi rychlost. Plati teda

v Ve
i —wp ==, (D2.33)
’l“* U*
L D2.34
i (D2.34)
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Skombinovanim rovnic D2.32 a D2.34 dostaneme

M *,max 0703 .
g = Demax 202 - (0001« 1. (D2.35)

M* Up,max 28,5

Pre vacsiu presnost vysledku sme dosadili maximalne hodnoty radidlnych rychlosti. Vidime,
ze planéta je zhruba 1000-krat lahsia ako jej materskd hviezda, pri nasej presnosti vypoctov
ju teda naozaj moézeme zanedbatf.

Hmotnost planéty je zhruba dvojnasobkom hmotnosti Jupitera a jej velkd polos je o nieco

vacsia ako velka polos Jupitera, ide preto o | chladny Jupiter |.
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Prakticka cast

P1| Mliec¢na cesta (125b, autor: Samuel Buransky)

Na prilozenych mapéach je v takzvanej fish-eye projekcii zobrazené severné obloha (obr. P1.1)
a juzna obloha (obr. P1.2). Mapy boli vytvorené ako snimky celej oblohy zo severného,
respektive juzného polu.

Poznamka k projekcii: Fish-eye projekcia je azimutalna projekcia so stredom v zenite. Vzdialenost

kazdého objektu od stredu mapy je priamo timerna jeho zenitovej vzdialenosti.

V prvej cCasti tlohy sa pozrieme na galakticky rovnik, ktory je hlavnou kruznicou na oblohe
reprezentujicou priemet roviny nasej galaxie na nebesku sféru.

(a) [15b] Zakreslite priblizni polohu galaktického rovnika na severnej oblohe (obr. P1.1).
(b) [15b] Zakreslite priblizni polohu galaktického rovnika na juznej oblohe (obr. P1.2).

(c) [15b] Na zdklade rieSenia uloh (a) a (b) odhadnite priblizny rozsah deklinacii galaktic-
kého rovnika s presnostou +8°.

(d) [15b] Na zaklade vysledku ulohy (c) uréte rozsah zemepisnych sirok, odkial je mozné
vidiet v priebehu roka celt Mlie¢nu cestu, reprezentovanu galaktickym rovnikom.

V dalsej casti sa pozrieme na niektoré specifické body v ststave galaktickych stradnic.

(e) [10b] Vyznacte do prislusnych map priblizni polohu severného a juzného galaktického
polu. Zaroven napiste latinské nazvy suhvezdi, v ktorych sa nachadzaju.

(f) [10b] Kde sa nachddza bod, ktory urcuje pociatok galaktickych stradnic? Napiste la-
tinsky nazov sihvezdia, v ktorom sa nachadza, nazov objektu, ktory ho reprezentuje,
a vyznacte priblizni polohu v prislusnej mape.

Na oblohe pozname este dalsie dve vyznamné kruznice, a to nebesky rovnik a ekliptiku.

(g) [10b] Existuju suhvezdia, v ktorych sa pretina galakticky a nebesky rovnik? Napiste
latinsky nazov aspon jedného z nich.

(h) [15b] Bolo by mozné na oblohe pozorovat nejaki planétu na pozadi Mliecnej cesty? Ak
ano, v akom sihvezdi? Napiste jeho latinsky nézov.

V poslednej casti tlohy sa pozrieme na ostatné hviezdy a objekty vzdialeného vesmiru.
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(i) [10b] Kde na oblohe sa najviac vyskytuji gulové hviezdokopy a kde otvorené hviezdo-
kopy? Vypiste aspon dve gulové hviezdokopy, ktoré toto rozdelenie porusuju.

(j) [10b] V tlohe sme sa zameriavali na nasu galaxiu, na zéver sa pozrieme na tie ostatné.
V ktorom roénom obdobi ich pozorovatel na severnej/juznej pologuli moéze pozorovat
najviac? Vysvetlite preco a napiste aspon tri zoskupenia galaxii, ktoré to potvrdzuju.

Obr. P1.1: Mapa 1 celej oblohy vytvorena pre severny pél. Zdroj: Stellarium.
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Obr. P1.2: Mapa 2 celej oblohy vytvorena pre juzny pol. Zdroj: Stellarium.

(a) Poloha galaktického rovnika na severnej oblohe je zakreslena na mape na obrazku P1.4.

(b) Poloha galaktického rovnika na juznej oblohe je zakreslenda na mape na obrazku P1.5.

(C) V deklinacii je galakticky rovnik symetricky a jeho rozsah je priblizne |od —62,5° do 62,5° |.
Ak si tito hodnotu nepamétame ani priblizne, je mozné ju odhadnuf podla nasho nékresu.
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Vyuzijeme vlastnost fish-eye projekcie, a to vlastnost, ze vzdialenost od stredu je dand zeni-
tovou vzdialenostou. Staci ndjst najblizsi bod galaktického rovnika k zenitu, ¢o je v stihvezdi
Kasiopeja, ktord sa nachddza zhruba v tretine (30°) vzdialenosti zenitu a horizontu. To zna-
mend, ze maximalna deklinacia je priblizne 60°.

Vzhladom na symetriu ndm staci najst najsevernejsi bod, z ktorého je este vidiet najjuznejsi
bod galaktického rovnika. Vyska hviezdy s deklindciou d na zemepisnej sirke ¢ pri kulminacii
je (pre odvodenie vid. obrazok P1.3)

h=90°—@+6. (P1.1)

Kedze hladame limit, tak hladdame miesto, kde je galakticky rovnik presne na horizonte, teda
ho limitne vidime. Dosadime do rovnice h = 0°

0°=90°—p+9, (P1.2)
odkial vyjadrime zemepisna sirku
0 =90"+6. (P1.3)

Pri hladani najsevernejsiecho bodu, kde vidime este najjuznejsiu cast galaktického rovnika,
dosadime 6 = —62,5°, teda dostaneme ¢ = 27,5°. Rozsah zemepisnych sirok, odkial je vidiet
cely galakticky rovnik, je |od —27,5° do 27,5°

Obr. P1.3: Schéma na vypocet vysky hviezdy pri hornej kulminécii. Pouzité skratky:
HK/DK - horna/dolnéd kulminécia, SNP - severny nebesky pdl.

(e) Severny galakticky pol sa nachadza v sthvezdi ‘ Coma Berenices‘ (Vlasy Bereniky) a je vy-

znaceny krizikom v mape na obrazku P1.4. Juzny galakticky pdl sa nachddza v sthvezdi

Sculptor | (Sochér) a je vyznaceny krizikom na mape na obrazku P1.5.
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Centrum Galaxie predstavuje | ¢ierna diera s oznacenim Sgr A* v stithvezdi Sagittarius | (Stre-

lec) a je vyznacené na mape na obrazku P1.5.

KedZze st mapy vytvorené presne pre svetové poly tak horizont map je zhodny s nebeskym
rovnikom. Staci teda ndjst miesta, kde sa galakticky rovnik pretina s horizontom, a to je

sthvezdie (Jednorozec) a na druhej strane sthvezdie (Orol).

Galakticky rovnik ma s ekliptikou dva priesecniky. Kedze ale hladame planéty na pozadi
Mliecnej drahy, tak berieme SirSie okolie galaktického rovnika. Jeden priesecnik je blizko

hranice stthvezdi (Blizenci) a (Byk) a na druhej strane je priese¢nik blizko
hranic sthvezdi (Skorpién), | Sagittarius| (Strelec) a | Ophiuchus | (Hadonos).

Gulové hviezdokopy sa standardne v Galaxii vyskytuji v galaktickom hale a galaktickej vy-
duti, ¢o na oblohe predstavuje predovsetkym oblast mimo galaktického disku. Otvorené hviez-
dokopy obsahuji hlavne mladé hviezdy a vznikaju a existuju v galaktickom disku. Tomuto
rozdeleniu nezodpovedaji gulové hviezdokopy v blizkosti galaktického disku ako napriklad
M71 (Sge), M56 (Lyr), M28 (Sgr), M22 (Sgr), M69 (Sgr), M70 (Sgr), M28 (Sgr) ...

Najviac galaxii je mozné pozorovat predovsetkym na jar, kedze jarnou oblohou Mlie¢na cesta
skoro vobec neprechadza (na jarnej oblohe sa nachddza severny galakticky pél) a nebrani po-
zorovaniu vzdialenych galaxii. Dokazom st vyrazné kopy galaxii na jarnej oblohe ako Kopa
galaxii v Panne, Kopa galaxii vo Vlasoch Bereniky a trojica galaxii Leo triplet. Pre pozoro-
vatelov na juznej pologuli je rovnaké situdcia pre ich jarni oblohu (z nasho pohladu jesennd)
a v blizkosti juzného galaktického polu sa nachadza Skupina galaxii v Socharovi.
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Obr. P1.4: Mapa celej oblohy vytvorena pre severny pél. Ruzovou farbou je vyznaceny
galakticky rovnik, krizikom je vyznaceny severny galakticky pdl. Zdroj: Stellarium.
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Obr. P1.5: Mapa celej oblohy vytvorené pre juzny pol. Ruzovou farbou je vyznaceny
galakticky rovnik, krizikom juzny galakticky pél a ¢iernym krizkom objekt Sgr A*
(¢ierna diera). Zdroj: Stellarium.
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P2| Dobrodruh (125b, autor: Jana Svrékova)

Dobrodruh pocas roka 2026 cestuje po svete a zakresluje si mapy hviezdnej oblohy tak, ako
ju vidi na niektorych zaujimavych miestach, ktoré st vypisané v prilozenej tabulke. Vsetky
tieto mapy mate k dispozicii. Kazdd mapa bola zakreslenda o polnoci pasmového casu na
danom mieste, pricom pasmovy c¢as sa na ziadnom z miest vyrazne nelisi od miestneho c¢asu.
V kazdej mape je tiez vyznaceny meridian a cirkumpolarna kruznica.

(a) [20b] Priradte kazdd hviezdnu mapu ku geografickému miestu, ktorého oblohu ukazuje.
Vasu odpoved strucne zdovodnite.

(b) [25b] Ku kazdej hviezdnej mape napiste aj datum, pre ktory bola vytvorena. Na vyber
mate z nasledujiicich moznosti:
e 10. 2. 2026,
15. 4. 2026,
1. 7. 2026,
9. 9. 2026,
24. 12. 2026.

(c) [25b] Ku kazdej hviezdnej mape dopliite aj jej miestny hviezdny ¢as. Na vyber méte
z nasledujicich hodnot:
. 4h1gmin
. Qhogmin
. 130 5min
o 17R31min
o 210 29min,
(d) [20b] Do vSetkych piatich map vyznacte kardindlne body (hlavné svetové strany).

(e) [20b] V mape B je vyznacenych 10 hviezd — vasou ulohou je napisat do tabulky ich
nazov alebo Bayerovo oznacenie a latinsky nézov sihvezdia, v ktorom sa nachédzaju.
Rozhodnite, ktoré z nich patria medzi 10 najjasnejsich hviezd nocnej oblohy (podla
zdanlivej vizudlnej magnitiudy).

(f) [15b] Dobrodruh si oblibil pozorovanie deep-sky objektov, pricom na kazdom mieste
pozoruje nejaké iné. Vasou tlohou je vytvorit navrh takéhoto pozorovania — do kazdej
mapy zakreslite polohy 3 lubovolnych Messierovych alebo inych deep-sky objektov podla
vasho vyberu a pripiste k nim nazov alebo katalégové oznacenie. Dajte pozor na to,
aby boli v kazdej mape zakreslené iné objekty.
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Tabulka P2.1: Tabulka s mapami, ktoré zakresloval dobrodruh na cestéch.

Miesto Zem. §irka Zem. dizka Datum Hviezdny ¢as Mapa
Hanga Roa 27°8" S 109° 25" W

Phuket 7°53 N 98°24' E

Punta Arenas 53°9" S 70° 55" W

St. Cruz de Tenerife 28°28' N 16°15 W

Sobotiste

48°44' N 17°24' E

Tabulka P2.2: Tabulka s hviezdami zakrizkovanymi na mape B.

Hviezda Nazov/oznacenie Suhvezdie Top 10 (dno/nie)

1

© 00 ~J O U = W N

—_
e}
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Obr. P2.1: Mapa A. Zdroj: Stellarium.
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Obr. P2.2: Mapa B. Zdroj: Stellarium.
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Obr. P2.3: Mapa C. Zdroj: Stellarium.
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Obr. P2.4: Mapa D. Zdroj: Stellarium.
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Obr. P2.5: Mapa E. Zdroj: Stellarium.

(a)

(b)

Zemepisnu Sirku pozorovacieho miesta nam napovedaju cirkumpolarne kruznice — ¢im st
vacsie, tym blizsie sa nachddza k pdélom. Severni/juznt pologulu uré¢ime podla toho, ktory
svetovy pol je vidno nad obzorom. Napriklad mapy D a E maji najvacsie cirkumpolarne
kruznice, musia preto zodpovedaf aj najvacsim zemepisnym sSirkam. Na mape D je vidno
severny pol, musela byt preto vyrobena pre Sobotiste, zatial ¢o mapa E bola urcite vyrobena
pre Punta Arenas, pretoze je na nej vidno juzny pol. Vsetky spravne odpovede sii uvedené
v tabulke P2.3.

RiesSenie tejto a nasledujucej ulohy nam ulahéi fakt, ze vsetky mapy boli zakreslené o pol-
noci. To znamena, ze datumy a hviezdne ¢asy na sebe navzajom zavisia — mapa s neskorsim
datumom zodpoveda zaroven aj neskorsiemu hviezdnemu c¢asu. Datum mozeme odhadnit
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podla polohy bodov rovnodennosti a slnovratnych bodov alebo tiez podla polohy stihvezdi
typickych pre urcité rocné obdobie. Napriklad na mape C vidime v okoli merididnu typické
sthvezdia jarnej oblohy, pricom jarny bod je kiisok zapadne od meridianu — to naznacuje, ze
mapa zodpoveda obdobiu kratko po jarnej rovnodennosti. Z datumov, ktoré mame na vyber,
tomu najlepsie zodpoveda 15. 4. 2026. Podobnym sposobom uréime datumy pre vsetky mapy,
spravne odpovede su v tabulke P2.3.

(C) Hviezdny cas vieme tiez odhadnuf z polohy sthvezdi a vyznamnych bodov na oblohe. Na-
priklad v mape B je vidno, ze sihvezdie Orién sa nachddza vychodne od meridianu. Ak si
paméitame, Ze sa Orién tesne zmesti medzi hodnoty rektascenzie 5" a 6", mozeme zhruba
odhadnit, Ze na merididne sa v tom momente nachadzaji hviezdy s rektascenziou 4", ¢o sa
zaroven rovna aj hviezdnemu casu. V pontkanych moznostiach mame velmi blizku hodnotu
4h16™in . Ostatné spravne hodnoty st uvedené v tabulke P2.3.

(d) Sever a juh najdeme v mieste, kde sa merididn pretina s horizontom, pricom ich rozlisime
podla viditeIného svetového polu. Teda ak vidime Polarku nad obzorom, smer na sever vy-
znacime v jej blizkosti, ak vidime sthvezdie Oktant, bude pri nom smer na juh. Kolmo na
meridian nakreslime priamku tak, aby prechddzala cez zenit v strede mapy — teda prvy ver-
tikal, pomocou ktorého ur¢ime smery na vychod a zdpad. Pritom si mézeme uvedomit, ze
ked sa pozerame na skuto¢nii oblohu smerom na juh, po lavej ruke méame vychod a po pravej
zapad. Ak si teda mapu natoc¢ime tak, aby juh bol na jej dolnom okraji, vychod bude v lavej
casti mapy a zapad v pravej casti mapy.

(e) Spravne odpovede st v tabulke P2.4.

(f) V mapach P2.6 az P2.10 je zakreslena jedna z mnohych moznych kombinacii deep-sky ob-
jektov.

Tabulka P2.3: Tabulka s doplnenymi tdajmi o mapéach, ktoré zakresloval dobrodruh.

Miesto Zem. Sirka Zem. dizka Datum Hviezdny cas Mapa
Hanga Roa 27° 8 S 109° 25 W 24. 12. 2026 Ah 1min B
Phuket 7°53' N 98°24' E 15. 4. 2026 13b pmin C
Punta Arenas 53°9" S 70° 55" W 9. 9. 2026 21k 2gmin E
Santa Cruz de Tenerife = 28°28 N 16° 15’ W 1. 7. 2026 17h 3 min A
Sobotiste 48°44' N 17°24" E 10. 2. 2026 gh 9gmin D
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Tabulka P2.4: Tabulka s hviezdami zakrizkovanymi na mape B.

Hviezda Nazov/oznacenie Sthvezdie Top 10 (4no/nie)
1 Hadar/Agena/ Cen Centaurus NIE
2 Gacrux/vy Cru Crux NIE
3 Atria/a TrA Triangulum Australe NIE
4 Alnair/a Gru Grus NIE
5 Fomalhaut/a PsA Piscis Austrinus NIE
6 Achernar/a Eri Eridanus ANO
7 Canopus/a Car Carina ANO
8 Prokyon/a CMi Canis Minor ANO
9 Castor/a Gem Gemini NIE
10 Capella/a Aur Auriga ANO

(,‘(\06 -

W

Obr. P2.6: Mapa A s oznacenymi kardindlnymi bodmi a tromi deep-sky objektmi.
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Obr. P2.7: Mapa B s oznac¢enymi kardinalnymi bodmi a tromi deep-sky objektmi.
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Obr. P2.8: Mapa C s oznacenymi kardinalnymi bodmi a tromi deep-sky objektmi.
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Obr. P2.9: Mapa D s oznacenymi kardindlnymi bodmi a tromi deep-sky objektmi.

www.aosk.sk 95/105 aoQaosk.sk


www.aosk.sk
mailto:ao@aosk.sk

o A
AO 2026, CK, SS SK Riesenia tloh

<
Loy

! ;, Omega té'h_téUri'
. (C80) x

Tqrantula N
- (C103) - -
X

:O <
%

“p

1

Obr. P2.10: Mapa E s oznacenymi kardindlnymi bodmi a tromi deep-sky objektmi.

P3 Meteory (45b, autor: Radovan Lascsdk & Samuel Buransky)

Zobrazena bude statickd nocna obloha. Pocas prvej minity sa nebude ni¢ diat, je to cas
urceny na zorientovanie sa medzi hviezdami. Néasledne budii na oblohe zobrazované prelety
meteorov postupne pre 3 rozne roje. Kazdy roj bude zobrazeny po dobu jednej minuty. Vasou
tlohou je urcit hodinovu frekvenciu a radiant kazdého meteorického roja. Polohy radiantov
zakreslite do prilozenej mapy a oznacte ich poradovym ¢islom roja. Po skonceni tretieho roja
budete mat este 1 mintatu na dopisanie riesenia.
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P4| Poznavacka (105b, autor: Radovan Lascsédk & Samuel Buransky)

Planetarium zobrazi oblohu na nejakom mieste na Zemi v ¢ase jarnej rovnodennosti o 14:00
UTC, 15 minat pred pravym poludnim. Objekty slnecnej ststavy planetarium nezobrazuje.

Na prilozenych obréazkoch si fotografie 10 roznych objektov, z ktorych sa 8 nachadza nad
horizontom a 2 pod nim. Vasou tlohou je tieto objekty spravne identifikovat a priradif ku
krizikom vyznacenym na oblohe. Ku kazdému objektu napiste ¢islo krizika, kde sa tento
objekt nachadza (3 body za spravne priradenie), zakriuzkujte, ¢i je POD/NAD horizontom
(6 bodov celkovo), a napiste ndzov alebo oznacenie tohto objektu (2 body za objekt). Pozor,
za nespravne priradené objekty sa vaim body odéitaji (minus 1 bod za objekt). Za nespravne
urceny nazov objektu sa body nestrhévaju. Za tuto cast ulohy viete ziskat 50 bodov.

Na zéklade premietnutej oblohy takisto vyrieste dalsie prilozené ulohy (a) az (h) za 55 bodov.

X § X .5
' X -6 :
X
1. :
X

.X\J .

Obr. P4.1: Premietnuta obloha s vyznacenymi krizikmi. Zdroj: Stellarium.
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(a) [10b] Odhadnite zemepisnu sirku, na ktorej sa nachddzame:

(b) [6b] Z nasledujucich hlavnych kruznic zakrazkujte dvojicu, ktord je na zobrazenej ob-
lohe zhodna:

nebesky rovnik ekliptika meridian horizont prvy vertikal galakticky
rovnik

(¢) [10b] K stihvezdiam napiSte ich skratku a zakrizkujte tie, ktoré si aspon ¢iastocne nad

obzorom:
i. Pav vi. Rys
ii. Eridanus vii. Juzny kriz
iii. Vodny had viii. Oktant
iv. Juzny trojuholnik ix. Mucha
v. Jasterica x. Juzna koruna

(d) [5b] Napiste 5 stthvezdi, ktoré si aspon sc¢asti nad obzorom a prechadza cez ne nebesky
rovnik.

(e) [6b] Napiste, kolko sihvezdi je na tejto oblohe plne cirkumpolarnych, a vypiste ich.

(f) [6b] Odhadnite hviezdny cas:

(g) [6b] Odhadnite ¢as v UTC, kedy zapadne hviezda Mintaka:

(h) [6b] Odhadnite rektascenziu Velkého Magellanovho mrac¢na:
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(a) [10b] Odhadnite zemepisnu sirku, na ktorej sa nachadzame:

(b) [6b] Z nasledujucich hlavnych kruznic zakriazkujte dvojicu, ktora je na zobrazenej oblohe
zhodna:

‘nebesky rovnik ekliptika ~ meridiAn ~ horizont prvy vertikal galakticky rovnik

(C) [10b] K sihvezdiam napiste ich skratku a zakriazkujte tie, ktoré si aspon ¢iastocne nad
obzorom:

Péav vi. Rys

Eridanus |Eri] vii. Juing kriz
Vodny had |Hyi| Oktant

iv. Juzny trojuholnik ix. Mucha
Jasterica Juzna koruna

(d) [5b] Napiste 5 sihvezdi, ktoré si aspon scasti nad obzorom a prechadza cez ne nebesky
rovnik.
Orién, Eridanus, Byk, Velryba, Ryby, Vodnar, Orol, Had, Hadonos

(e) [6 b] Napiste, kolko sthvezdi je na tejto oblohe plne cirkumpolarnych, a vypiste ich.
0

(f) [6b] Odhadnite hviezdny ¢as: | 23" 45™i

(g) [6b] Odhadnite cas v UTC, kedy zapadne hviezda Mintaka: | 23:30

(h) [6b] Odhadnite rektascenziu Velkého Magellanovho mrac¢na: m
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P5| Zorné pole dalekohladu (75b, autor: Jana Svrékova)

\

(a) [35b] Namierte dalekohlad na Tubovolny z objektov uvedenych v tabulkach nizsie. Na
vyber mate z dvoch kategérii - Tahsie a fazsie, pricom za najdenie lahkého objektu
dostanete iba 20 bodov a za najdenie tazkého hviezdy dostanete 35 bodov. Ked budete
hotovi, zavolajte organizatora, aby skontroloval, ¢i ste dalekohlad namierili spravne.
V pripade, Ze sa vam to nepodarilo, moézete v hladani pokracovaf, pricom za kazdy
neuspesny pokus stratite 4 body. V hociktorej chvili sa mézete rozhodnit, Ze budete
hladat iny objekt z tabulky. Ak Zziadny objekt neviete v dalekohlade najst, poziadajte
organizatora o najdenie hviezdy podla vasho vyberu. Stratite kvoli tomu ale vsetky
body za tuto cast ulohy.

(b) [40b] Odmerajte Cas, za ktory kvoli rotacii Zeme prejde objekt najdeny v ¢asti a) krizom
cez celé zorné pole dalekohladu. Na zaklade vasho merania vypocitajte velkost zorného
pola. V&S vypocet strucne vysvetlite a nezabudnite uviest meno hviezdy/planéty, ktort
ste pozorovali.

Tabulka P5.1: Tabulka s hviezdami 1. kategorie, ktoré mézete pouzit na meranie zorného
pola dalekohladu. Za najdenie hociktorej z nich dostanete 35 bodov.

Néazov Deklinacia
Denebola (8 Leo) 14° 25
Vindemiatrix (e Vir) 10° 49’
Gemma (Alphecca, o CrB) 26° 37’
Izar (e Boo) 26° 58’
Sheliak (g Lyr) 33°23
Unukalhai (a Ser) 6° 21
Alphard (« Hya) —8°47

Tabulka P5.2: Tabulka s objektmi 2. kategorie, ktoré moézete pouzit na meranie zorného
pola dalekohladu. Za najdenie hociktorého z nich dostanete 20 bodov.

Néazov Deklinécia

Regulus (a Leo) 11° 50/
Dubhe (a UMa)  61°37

Jupiter 22° 26/
Polarka (o UMi) 89° 22
Arktir (a Boo) 19° 3

Vega (a Lyr) 38° 48
Spika (a Vir) —11°18

(b) Podla zadania zmeriame cas, ktory trva objektu prejst celym zornym polom. Pre ¢o najpres-
nejsi vysledok je nutné aby objekt presiel stredom, resp. ¢o najblizsie k stredu zorného pola.

Pre velkost zorného pola plati vztah
a=w-t, (P5.1)
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kde « je uhlova velkost zorného pola, w je uhlova rychlost objektu a ¢ je cas za ktory objekt
prejde cez celé zorné pole. Uhlova rychlost objektu w je dand ako dizka kruznice po ktorej
sa hviezda pohybuje podelend siderickym dnom nakolko sa jednd o hviezdy. Hviezdy sa po-
hybuji po kruZniciach ktoré st rovnobezné s nebeskym rovnfkom a ich dizka sa postupne
smerom k polom skracuje. Tieto diiky su skalované kosinusom deklinacie, ¢o nam zabezpeci
maximum (360°) pre rovnik a minimum (0°) pre oba pély. Rovnicu pre velkost zorného pola
prepiseme ako

~360°

lo

o tcosd. (P5.2)

P6| Nastavenie montaze (25b, autor: Jana Svrckova)

~

Vasou tlohou je nastavit paralakticki montéz dalekohladu, teda s pomocou Polarky ju
spravne orientovat na sever a nastavit spravnu zemepisni Sirku. Pri spravnom nastaveni
montaze by mala byt Polarka zhruba v strede ,,polarneho hladacika“ pripevneného na dale-
kohlade.
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Zoznam konstant (SS)

Zakladné konstanty

rychlost svetla vo vakuu
gravitacna konstanta

elementarny elektricky naboj
Coulombova konstanta

Planckova konstanta

univerzalna plynova konstanta
Boltzmannova konstanta
Stefanova-Boltzmannova konstanta
Wienova posunovacia konstanta
Hubblova konstanta

Astronomické jednotky

stredny slneény den
sidericky (hviezdny) den
julidnsky rok

sidericky rok

tropicky rok
anomalisticky rok
astronomicka jednotka
svetelny rok

parsek

Jansky

Slnko

hmotnost Slnka

polomer Slnka

svietivost (ziarivy vykon) Slnka
povrchova (efektivna) teplota Slnka
farebna teplota Slnka

zdanliva vizudlna magnitida Slnka
zdanliva bolometricka magnitida Slnka
absolitna vizualna magnitida Slnka
absoltitna bolometrickd magnitiida Slnka

Planéty

excentricita drahy Zeme

inklindcia rotacnej osi Zeme
Tiazové zrychlenie na povrchu Zeme

S o Qo

o>

Q

S

= 2,998 -108ms~!
6,674- 107" m3kg 52
1,602-10719C
8,988 - 10°m? kgs 2 C~2
6,626 - 10734 J s

8,314 JK ' mol™*
1,381-1072 JK!
5,670 - 1078 Wm 2K
2,898 - 10 mK

— 70kms~ Mpc™*

den =

lo
rok

trop
P @
anom
P ®

au

Jy

Mo
Re
Lo

color
T(D

me
bol

24h

23 h 56 min 4,1s
365,25 dni
365,2564 dni
365,2422 dni
365,2596 dni
1,496 - 10" m

— 9.461-10% m

pc =
= 1002 Wm 2Hz !

3,086 - 10 m

— 1,989 103 kg

bol __
Mg =

o

6,957 - 10® m
3,828 - 100 W
772K

5900 K
—26,74 mag
—26,83 mag
4,83 mag

4,74 mag

0,0167
23° 26
9,8ms2
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planéta polomer hmotnost velka polos drahy
Merkir & Ry = 2440km My = 3,302 - 10% kg ag = 0,387 au
Venusa @ Ro = 6052km Mo = 4,867 - 10** kg ae = 0,723 au
Zem @ Rg = 6378km Mg = 5,972-10**kg  ag = lau
Mars 3 Rs = 3393 km Ms =6,417-1023kg  ag = 1,524au
Jupiter Y Ry = 69911km 1My = 1,898 -10°"kg  ay = 5,204au
Saturn R Ry = 58232km My, = 5,683 - 10%5 kg an = 9,583 au
Urdn 6 Ry = 25362 km Mg = 8,681 -10% kg as = 19,191 au
Neptin W Ry = 24764km My = 1,024-10*kg  ay = 30,069 au
Mesiac
polomer Mesiaca Re = 1737km
hmotnost Mesiaca Me = 7,346 - 10?2 kg
velka polos drahy Mesiaca ac = 3,844 -10%m
siderickd obezna doba Mesiaca Pe = 27,32dni
synodickd obezna doba Mesiaca S¢ = 29,53 dni
inklindcia drahy Mesiaca vodi ekliptike ic = H°¥
excentricita drahy Mesiaca ec = 0,0549
zdanlivd vizudlna magnitida Mesiaca v splne  m¢ = —12,74mag
Vztahy pre sféricky trojuholnik
sinag __ sinb __ sinc
sin v sin (3 sin 7y
cosa = cosb cosc + sin b sin ¢ cos « b
C

cosa = —cos 3 cosy + sin J sinvy cosa
Sféricky exces (v radidnoch): p
E=a+pB+vy—m

= plocha trojuholnika na jednotkovej sfére.
Vztahy pre elementy drahy
polarna rovnica kuzelosecky: =ik, p= G]\L472mQ =a(l—¢?)
strednd anomaélia: M = (t — to) %4(1 — €2>3 = 2m e
Keplerova rovnica pre elipsu: M=FE—esinFE tan% = }—;z tans

Barkerova rovnica pre parabolu:

t—to = 34/ & (tan% + 1 tan®%)

Keplerova rovnica pre hyperbolu: M = esinh F' — F | tanhg = /<2 tan¥
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