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Teoretické tlohy

T1| Braheho kvadrant (40 b, autor: Samuel Buransky)

Akt najvacsiu chybu mohol spravit Tycho Brahe pri merani uhlov svojim kvadrantom, ak
polomer kvadrantu bol 2m a najmensi dielik na jeho obvode mal 0,5 mm. Z historickych
zaznamov vieme, ze Brahe dokazal dosiahnuf aj vécsiu presnost. Skiste vysvetlif, ako je to
mozné.

Na to, aké je maximélna chyba kvadrantu, mézeme prist analégiou s beznym pravitkom. Ak by
sme pri beznom pravitku, ktorého jeden dielik ma 1 mm, zmerali vzdialenost na celé milimetre,
tak by najvacsia mozna chyba bola 0,5 mm, ¢o je polovica najmensieho dielika.

Obdobne to bude platit pre kvadrant, ktorého dielik ma d = 0,5mm, a teda polovica jeho
najmensieho dielika je d/2 = 0,25mm. Tuato chybu je ale nutné previest na uhlovii mieru.
Jedna z moznosti na urcenie uhla je, ze dizka kruznicového oblika zodpovedd hladanému uhlu
a obvod celej kruznice zodpoveda uhlu 360°. Pri zapisani matematicky

A d/2
=1 T1.1
360°  27R’ ( )
kde R je polomer kruznice (kvadrantu). Hladany uhol A teda dostaneme ako
d/2 0,25
A=—"—. o= T . °~ 26". T1.2
2R 360 27 - 2000 360 0 ( )

Zlepsit presnost takéhoto merania je mozné opakovanym meranim.
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AO 2025, RK, 7S Sk T2. Pierko a kladivo (70D)

T2| Pierko a kladivo (70Db, autor: Terézia Handkova)

Uvazujte, ze na Mesiaci sa nenachadza vzduch a Ze tiazové zrychlenie na jeho povrchu je
rovné gravitacnému zrychleniu, ktoré ma hodnotu 1,6 ms=2. Astronauti na Mesiaci spravili
experiment, pri ktorom naraz pustili z rovnakej vysky 1,6 m pierko a kladivo. Viete, ze
hmotnost pierka je 30 g, hmotnost kladiva 1,3 kg a hmotnost Mesiaca 7,3 - 10*? kg.

(a) [15b] Ak& gravitacnd sila posobila na pierko a aka na kladivo?

(b) [55b] Ktoré teleso dopadlo skdr? Vypocitaj ¢iselne pre pierko i kladivo.

\. J

(a) Sily, ktoré posobia na pierko a kladivo si vieme vypocitat pomocou gravitacného zakona

mM
F, =G Rt (T2.1)
Napiseme si ho pre pierko a kladivo
M M
Fop=G i;np , Fex=G i;nk- (T2.2)

A dosadime hodnoty

Mem _ 73-10%kg - 0,03 kg
Fp=G—-2_ =6674-10"m*’kg 572 ’ ~ 0,048 N T2.3
B2 TR+ h)2 moke ST s 000m 1 Lom)z ~ OON, (T23)
M 73-10%2kg - 1,3k
Fur = G—% 6,674 10 M mP kg 's72 - -2 81088 91N, (T24)

(R¢ + h) (1737000m + 1,6 m)>2

(b) To, ako su pierko a kladivo urychlované zistime pomocou zrychlenia g, ktoré vystupuje v
Newtonovom zakone sily
F, =mg, (T2.5)

v ktorom sa gravitacna sila moze zapisat aj gravitacnym zakonom

by = G"jf : (T2.6)
Tieto vztahy (T2.5) a (T2.6) si napiSeme pre pierko a kladivo
Fop =mpgy ,  Fgx = Mg, (T2.7)
Fep=G Mi;n o Fy=G M;f;” < (T2.8)
Ak teraz spojime tieto rovnice, dostavame
mpgp = GM;SQmP , Mgk = GMiTk : (T2.9)

www.aosk.sk 3/14 aoQaosk.sk


www.aosk.sk
mailto:ao@aosk.sk

AO 2025, RK, 7S Sk T2. Pierko a kladivo (70D)

7 oboch rovnic sa vykratia hmotnosti pierka a kladiva, ¢im dostavame vztah pre gravitacné
zrychlenie na Mesiaci

9o = PR gk = 2 (T2.10)

Z tychto rovnic uz vidime, Ze sa rovnaju, pretoze vyska h, z ktorej pustame pierko aj kladivo
je rovnaka. Plati, ze r = R¢ + h, kde h = 1,6 m. Mo6zeme si dosadit a ziskame hodnotu

Mc¢
7.3.102k
g=6674-10" " m3kg 1572 ! & ~1,6ms2. (T2.12)

(1737000m + 1,6 m)?

To je tiez hodnota v zadani. Plati teda, ze pierko aj kladivo su urychlované rovnakym zrychle-
nim, a tym padom padaji na povrch Mesiaca volnym padom, ktorého draha mé vztah

1
h = §gt2. (T2.13)

Pre pierko a kladivo
1 1
hy, = §gtf) . hy = 5gti. (T2.14)

Ak vyska h, = hx = h, vieme si vyjadrit ¢as t

2h 2h
tp=rl— , tk= (T2.15)
g g
Vidime, Ze t, = tix, ¢im sme aj matematicky dokazali, Ze dopadnti v rovnakom case, a to

konkrétne za
2-1.6m
t=ar/—""~14 T2.16
\V 1,6 ms—2 w8 ( )

Keby bol na Mesiaci vzduch, posobilo by medzi pierkom a kladivom trenie, kvoli ¢omu by
kladivo dopadlo na zem skor ako pierko, no vo vakuu trenie neexistuje, a preto su vsetky telesa
pritahované k zemi rovnakym gravitacnym zrychlenim, ktoré nezavisi na ich hmotnosti.
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AO 2025, RK, 7S 5K T3. Velké americké zatmenie 1T (110b)

T3] Velké americké zatmenie 11 (110b, autor: Jana Svrckova)

Na americkom kontinente sa 8. aprila 2024 odohralo tplné zatmenie Slnka. Hoci sa tento
ukaz odohrava pomerne casto, je stale velmi vzacny, pretoze ho je mozné pozorovat iba z
tuzkeho pruhu na zemskom povrchu — tzv. pasu totality. Tento pas je pri kazdom zatmeni
odlisny, preto sa na jednom mieste na Zemi zatmenie vyskytuje extrémne zriedkavo.

Navyse, mame stastie, ze tento tichvatny ikaz vobec mozeme pozorovat. Pomerne znamym
faktom je, ze Mesiac sa postupne vzdaluje od Zeme. Jeho velkd polos sa zvicsuje tempom
3,78 cm/rok. Za urciti dobu sa Mesiac vzdiali natolko, Ze uz nebude mozné pozorovat tiplné
zatmenie Slnka — Mesiac bude pri pohlade zo Zeme prilis maly na to, aby zakryl celé Slnko.

Vasou ulohou je zistit, kedy k tomu dbjde - vypocitajte, za kolko rokov bude naposledy
mozné aspon z jedného miesta na Zemi pozorovat tplné zatmenie Slnka. Uvazujete elip-
tické drdhy Zeme aj Mesiaca okolo Slnka a nemennost excentricity tychto drdh v case.

Excentricita mesacnej drahy je e¢ = 0,0549.

Podobne ako v tlohe o zatmeni v domécom kole, je potrebné si dobre premyslief geometriu
ulohy. Hrani¢na situacia opéaf nastane v momente, kedy pozorovatel, ktory sa nachadza na

rovniku na priamke Slnko — Mesiac — pozorovatel — stred Zeme, vidi Mesiac zdanlivo rovnako
velky ako Slnko.

Uhlovy priemer Mesiaca, pod akym ho vidi pozorovatel pri zatmeni, zavisi na dvoch okolnos-
tiach: na velkej polosi drahy Mesiaca, ktora sa postupne zvicsuje, a na aktualnej polohe Mesiaca
na jeho drahe (teda ¢i je v perigeu, apogeu alebo niekde medzi). Zato uhlovy priemer Slnka
zavisi iba na polohe Zeme na jej drahe.

Kedze sa velka polos Mesiaca zvacsuje, jeho uhlovy priemer sa zmensuje. Zaroven vramci jednej
obeznej doby sa nam Mesiac javi najvacsi vtedy, ked je v perigeu. Slnko sa ndm javi najmensie,
ked je Zem v aféliu. Po uplynuti urcitej doby sa dostaneme do situacie, kedy uhlovy priemer
Mesiaca v perigeu bude rovnaky ako uhlovy priemer Slnka, ked je Zem v aféliu. Prave v tej
chvili bude (aspon teoreticky) mozné pozorovat posledné tplné zatmenie Slnka. Ak sa velka

-----

to, aby zakryl celé Slnko, a preto nastane iba prstencové zatmenie.

Potrebujeme teda vypocitat vzdialenost stredu Mesiaca od stredu Zeme, resp. velkd polos
Mesiaca, v tomto momente. Na zdklade znamej rychlosti zvéic¢Sovania jeho velkej polosi vieme
nasledne vypocitat, kedy bude mozné pozorovat posledné tplné zatmenie Slnka.

Nakreslime si podobny obrazok ako pri rieseni tlohy z doméceho kola. V tomto pripade je
ale Zem v aféliu, takze sa vzdialenost Slnka od Zeme rovné ag(1l + eg). Vzdialenost Mesiaca
v perigeu od stredu Zeme je ac(1 — eq).
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AO 2025, RK, 7S 5K T3. Velké americké zatmenie 1T (110b)

Ro fic
N de Re
a® (1 + 6@)

Obr. T3.1: Geometria posledného tplného zatmenia Slnka, ktoré by sa teoreticky
dalo pozorovat z povrchu Zeme.

KedZe pre pozorovatela na rovniku Zeme maji Slnko aj Mesiac rovnaky uhlovy rozmer, mézeme
vyuzit podobnost trojuholnikov. Vzdialenost Mesiaca od pozorovatela je d¢ = ac(1l — eq) — Rg.-
Rovnakym sposobom ziskame aj vzdialenost Slnka od pozorovatela. Kvoli podobnosti trojuhol-
nikov plati rovnost v tvare

Ro  Re

=—. T3.1
a@(l +6@9) —R@ d@ ( )
Vyjadrime si dg,
R
de = Ri(aea(l +eq) — Rg) ~ 3,798 - 10°m. (T3.2)
o)
Teraz vypocitame velkt polos Mesiaca v ¢ase zatmenia
de¢ + R
ac = =7~ 4,086 - 10°m. (T3.3)
(1 — 6()

Hodnotu velkej polosi mesiaca v sti¢asnosti si ndjdeme v zozname konstént, ago = 3,844 -10% m.
Cas, ktory uplynie od sti¢asnosti po posledné pozorovatelné tiplné zatmenie Slnka, vypoé&itame

ako

;- de T aeo 7 (T3.4)
v

kde v je rychlost zvacsovania sa velkej polosi mesacnej drahy. Treba si dat pozor na to, ze
v zadani je tdto hodnota uvedend v cm za rok. Ciselne vyjde t = 6,4 - 108 rokov.
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AO 2025, RK, 73 oK T4. Trappist-1 (180b)

T4 Trappist—l (180b, autor: Samuel Buransky)

Rychlo sa rozvijajtice odvetvie astronémie je vyskum exoplanét. Pocet objavenych exoplanét
a ich systémov stéle rastie. Jednou z najrozsirenejsich metéd vyskumu exoplanét je tzv.
,metdda tranzitov®, Tranzit je tkaz, kedy sa z nasho pohladu dostane exoplanéta pred
matersku hviezdu a nastane pokles jej jasnosti.

V rokoch 2015/2016 bola objavena planetarna ststava oznacena ako TRAPPIST-1. Jednd
sa o relativne blizku planetarnu sustavu vo vzdialenosti d = 12,4 pc, ktord obsahuje 7
exoplanét. Na prilozenom grafe (obr. T4.1 — na samostatnej strane, pozndmka typografa)
vidime svetelni krivku a graf s vyznacenymi ¢asmi tranzitov jednotlivych planét (b — h).
O materskej hviezde dalej vieme hmotnost M = 0,0898 Me, polomer R = 0,1192 Rp a
maximum vyzarovania mé na vinovej dizke Apax = 1,13 pm.

Nasledujtce tlohy rieste pre planéty b — g:
(a) [25b] Z grafu zistite obezné doby jednotlivych planét okolo materskej hviezdy.
(b) [35b] Urcte velké polosy dréh tychto planét.

(c) [30b] Pre dalsie vypocty budete potrebovat poznat povrchovii teplotu hviezdy, preto
ju vypocitajte zo zadanych udajov.

(d) [35b] Urcte ziarivy vykon hviezdy (vyziarent energiu za jednotku ¢asu celym povr-
chom hviezdy). Ak ste v predoslej tilohy neziskali teplotu pouzite hodnotu 3000 K.

(e) [35b] Urcte ekvivalent solarnej konstanty pre jednotlivé planéty.

(f) [20b] Porovnajte ,solarne konstanty“ na tychto planétach so soldrnou konstantou na
Zemi, kg = 1360 W m~2 a diskutujte, na ktorej planéte by sa mohol vyskytovat Zivot.

(a) Na zistenie obeznych peridd jednotlivych planét pouzijeme prilozent svetelni krivku s ozna-
¢enymi tranzitmi jednotlivych planét. Obezna periéda planéty bude doba medzi dvoma po sebe
nasledujucimi tranzitmi. Kedze v grafe nie je mriezka s uplne velkou presnostou, urcime si
mierku grafu. (Toto riesenie zodpovedd grafu vo formate A4, pri inych formatoch, pripadne
rieseni v digitalnej forme, sa moze lisit.) Najpresnejsie bude merat ¢o najvacsie vzdialenosti
pomocou pravitka (takto eliminujeme chyby).

Odmeranim zistime, Ze 21 dni zodpoved4 20 cm (jednd sa o vzdialenost dvoch najvzdialenejsich
oznacenych bodov na ¢asovej osi v grafe), a teda pre lepsie vyuzite pri vypoétoch, 1 cm v grafe
zodpoveda casu 1,05dni. Toto mézeme dalej vyuzif na riesenie, kde sa budeme taktiez snazif
meraf ¢o najvacsi pocet peridd, aby sme predisli chybam. RieSenie si mézeme zapisat do tabulky.
Zmerali sme vzdialenost dvoch najvzdialenejsich tranzitov pre kazdu planétu a previedli ju na
¢as pomocou zistenej mierky grafu. Nasledne samotna obezné periéda je tento cas predeleny
poctom peridd, ktoré pocas tohto ¢asu prebehli.
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T4. Trappist-1 (180b)

AO 2025, RK, 78
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AO 2025, RK, 73 % T4. Trappist-1 (180b)

Tabulka T4.1: Meranie obeznych peridéd jednotlivych planét. Mierka grafu na pre-
pocet vzdialenosti v grafe a ¢asovych tsekov je 1cm < 1,05dni.

Planéta Pocet periéd Dlzka [cm] Cas [deri] Obezna peridda [deii] Obeznd periéda [s]

13 18,7 19,6 1,51 130 000
c 9 20,8 21,8 2,43 210 000
d 4 15,4 16,2 4,04 349 000
e 3 17,4 18,3 6,09 526 000
f 2 17,5 18,4 9,19 794 000
g 1 11,7 12,3 12,3 1 060 000

(b) Na vypocet velkych polosi planét pouzijeme 3. Keplerov zadkon v iplnom tvare

3
- W, (T4.1)
kde a je velka polos v metroch, P je obezna periéda v sekundach, G = 6,674-10" ' m3 kg ' s72 je
gravitacna konstanta a M, m je hmotnost hviezdy a hmotnost planéty v kilogramoch. Budeme
predpokladat ze plati m « M, a teda hmotnost planéty mozeme vo vztahu zanedbat. Néasledne
vieme vyjadrif velkt polos
5| GM P?

Vysledky si mozeme opét zapisat do malej tabulky:.

Tabulka T4.2: Tabulka velkych polosi jednotlivych planét.
Vysledky st zapisané v miliarddch metrov a astronomickych jednotkach.

Planéta b ¢ d e f g
al10°m] 1,73 2,37 3,33 437 575 6,98
a[1072?au] 1,15 1,58 222 292 3,84 4,67

(C) Teplotu hviezdy ur¢ime na zadklade Wienovho posunovacieho zakona, ktory nam udava
vztah medzi efektivnou povrchovou teplotou hviezdy T a vlnovou dizkou Apax, na ktorej ma
hviezda maximum vyzarovania

T Amax = b =2,898-1073, (T4.3)

odkial si vyjadrime teplotu ako

. 2,898-10°

AIIL‘:lX

T ~ 2560 K . (T4.4)
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AO 2025, RK, 73 oK T4. Trappist-1 (180b)

(d) Ziarivy vykon hviezdy L ur¢ime pomocou Stefan-Boltzmannovho zékona v tvare
L =47 R*cT*, (T4.5)

kde R je polomer hviezdy, o = 5,670 - 107 Wm 2K~ je Stefan-Boltzmannova konstanta a T
je povrchova teplota hviezdy. Po dosadeni v zakladnych jednotkach dostaneme Ziarivy vykon
L~212-108W.

(e) Solarna konstanta k je energia z hviezdy, ktora dopadne na jednotku plochy planéty orien-
tovanej kolmo na lice za jednu sekundu bez extinkcie (mimo atmosféry). Energia L vyziarend
hviezdou za 1s sa rovnomerne rozlozi na povrch gule s polomerom rovnym velkej polosi drahy
planéty a. Na 1m? dopadd za 1s energia rovnd ,soldrnej konstante“ k a plocha celej sféry je
4a?. Teda

L = 4na’k, (T4.6)

odkial po vyjadreni dostaneme vztah pre k,

L
k=

Ama?

(T4.7)

Tabulka T4.3: Tabulka ,solarnych konstant“ jednotlivych planét.

Planéta b ¢ d e f g
E[Wm=2] 5670 3020 1530 884 511 347

(f) Podmienka pre zivot na exoplanéte podla nasich doterajsich vedomosti je voda v kvapalnom
skupenstve, a teda teplota na planéte, pri ktorej sa moze udrzat kvapalna voda. Toto mozeme
odhadnut na zdklade porovnania ,solarnej konstanty“ so solarnou konstantou na Zemi. V kraj-
nom pripade mozeme povedat, ze obyvatelna zéna by mohla byt od dvojnasobku po polovicu
zemskej solarnej konstanty, a teda by v nej lezali planéty ,d“ a ,e*

Dolezité je si uvedomit, ze nielen dopadajica energia vplyva na zivot na planétach. V pripade
spominanych planét moze byt problém blizkost pri materskej hviezde a vplyv hviezdneho vetra
¢i pripadne radiacie. Takze dolezit ilohu by zohrala magnetosféra a atmosféra.
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Prakticka cast

P1 Originélny Nazov (200D, autor: Jana Svrckova)

7

(a) [50b] Urcte s presnostou 5° zemepisnd Sirku, pre ktori bola vytvorend mapa 1 na
obréazku P1.1 (umiestend je na samostatnej strane, poznamka typografa). Mriezka pred-
stavuje horizontéalne siradnice.

(b) [70b] Urcte s presnostou na pol hodiny miestny hviezdny ¢as, pre ktory bola vytvorena
mapa 2 na obrazku P1.2 (umiestend je na samostatnej strane, poznamka typografa).
Mriezka v mape predstavuje rovnikové suradnice a farebna ¢iara v strede je meridian.

(c) [80b] Na mape 2 je tiez zakresleny Mars pocas opozicie. Uréte datum, teda den a
mesiac, kedy k opozicii doSlo (tolerancia je + 2 dni).

.

(a) Vyuzijeme znamy fakt, ze deklindcia Polarky je priblizne 90°, takze vyska Polarky nad
obzorom sa vdaka tomu zhruba rovna zemepisnej Sirke miesta pozorovania. Na mape 1 na
obrazku P1.1 je Polarka takmer vo vyske 30°, ¢ize aj zemepisnd sirka je zhruba 30° (zadanie
pozaduje presnost 5°, preto si mézeme dovolit takto zaokrihlovat).

(b) Merididn prechddza zhruba cez rektascenziu 4" 30™®, to znamend, Ze hviezdy s touto rek-
tascenziou majti hodinovy uhol rovny 0". Miestny hviezdny ¢as vypocitame ako sucet rektas-
cenzie a prislusného hodinového uhla, v tomto pripade to teda je 4® 30™ + O = 4b 3omin,

(C) Mars sa nachadza takmer presne v letnom slnovratnom bode. Je v opozicii, ¢o znamena, ze
sa na oblohe nachadza presne na opacnej strane oproti Slnku. Preto Slnko musi byt v zimnom
slnovratnom bode. Takze k opozicii Marsu doslo pocas zimného slnovratu, ktory zvycajne
nastava 21. decembra.
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AO 2025, RK, ZS SK P1. Originalny nazov (200b)
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Obr. P1.2: Mapa 2.
Poznamka typografa: Tato mapa je suicastou zadania.
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Zoznam konstant (ZS)

Zakladné konstanty
= 299792458 ms~!

rychlost svetla vo vakuu c

gravitaéna konstanta G = 6,674-107 " m?kg 1572
elementarny elektricky ndboj e = 1,602-1071°C
Stefanova-Boltzmannova konstanta o = 5670-108Wm2K™*
Wienova posunovacia konstanta b = 2898-103mK
Hubble-Lemaitrova konstanta Hy = 70kms "Mpc™*
Astronomické jednotky

stredny slne¢ny den den = 24h

sidericky (hviezdny) den den®d) = 23h 56 min 4,15
julidnsky rok rok = 365,25 dni
astronomicka jednotka au = 149597870700 m
svetelny rok ly = 63241 au

parsek pc = 3,2621y

Slnecna sistava

polomer Slnka Ro = 6,957-10®m
hmotnost Slnka Mo = 1,989 - 103 kg
svietivost (ziarivy vykon) Slnka Lo = 3,828 - 10 W
povrchova (efektivna) teplota Slnka To = 5772K

zdanliva magnitida Slnka me = —26,74mag
absoltitna magnitida Slnka ME8) — 4 83mag

excentricita drahy Zeme ep = 0,0167

polomer Mesiaca Re = 1737km

hmotnost Mesiaca, M¢ = 7,4377-10%2 kg

velka poloos drahy Mesiaca ac = 3,844 -10%m
siderickd obezna doba Mesiaca Pesi = 27,32dni

synodicka obezna doba Mesiaca Pesy = 29,53 dni

planéta polomer hmotnost velka polos drahy

Merktr Ry = 2440km My = 3,302-102 kg  aym = 0,387 au
Venusa Ry = 6052km My = 4,867 -10**kg  ay = 0,723 au
Zem Re = 6378 km Mg = 5974-10%kg  ag = lau
Mars Rs = 3303km Mg = 6417-10%ke  ag — 1,524 au
Jupiter Ry = 69911 km M; = 1,898 - 10?" kg ay = 5,204 au
Saturn Rs = 58232km Mg = 5,683 - 10*° kg ag = 9,583 au
Urén Ry = 25362km My = 8,681 -10% kg ay = 19,191 au
Neptin Ry = 24764km My = 1,024-10%ke  ax = 30,069 au
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